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具有快速振荡项的非自治随机p-Laplace
方程随机吸引子的上半连续性①
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摘要:主要研究了定义在Rn 上的具有快速振荡项的非自治带可乘白噪音的随机p-Laplace方程吸引子的上半连续

性.借助解的尾部估计,证明了定义在无界域上的该系统的拉回渐进紧性.
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考虑定义在Rn 上的带可乘白噪音的快速振荡p-Laplace方程[1]

u
t+λu-div(|∇u|p-2∇u)=f(x,u)+gε(x,t)+u

dW
dt

u(τ,x)=uτ(x)   x∈Rn

ì

î

í

ïï

ïï

(1)

其中t>τ,t∈R,这里p>2,λ>0,ε>0为常数.假设f:Rn ×R →R是连续的,且满足:对所有

s∈R,x ∈Rn,

f(x,s)s≤-α1(|s|q +|s|p)+ψ1(t,x)   ψ1 ∈L1(Rn) (2)

|f(x,s)|≤α2|s|q-1+ψ2(t,x)   ψ2 ∈L2(Rn) (3)

f
s
(x,s)≤α3 (4)

其中q>2,αi >0(i=1,2,3),表示Stranovich积分[2].
随机函数W(t)是定义在概率空间(Ω,F,P,θt)上的双边实值Wiener过程,其中Ω={ω∈C(R,R):

ω(0)=0},P 是 Wiener测度.在(Ω,F,P)上定义一簇保测遍历变换{θt}t∈R:

θtω(·)=ω(·+t)-ω(t)   ω∈Ω,t∈R
则(Ω,F,P,θt)是遍历的度量动力系统.这样,过程W(t,ω)可视为标准过程ω(t),且有dW(t,ω)=
dω(t)[1].

文献[3]证明了自治系统下的随机p-Laplace方程下吸引子的存在性.文献[1]对非自治系统下的

p-Laplace方程吸引子的存在性进行了介绍.本文在文献[1]的基础上,利用文献[1-5]中的相应理论,研

究了在非自治系统下带可乘白噪音的方程(1)的随机吸引子的上半连续性.

1 p-Laplace方程生成的随机动力系统

考虑随机变换z(ω)= -∫
0

-∞
eτω(τ)dτ(ω∈Ω),其中z满足:dz(θtω)+z(θtω)dt=dω,对每个ω∈Ω,
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z(θtω)关于t是连续的,且:

lim
t→±∞

|z(θtω)|
t =0   lim

t→±∞

1
t∫

t

0
z(θtω)dt=0 (5)

令

v(t,τ,ω,vτ)=e-z(θtω)u(t,τ,ω,uτ)   vτ =e-z(θτω)uτ (6)
则方程(1)可整理为

v
t-e

(p-2)z(θtω)div(|∇v|p-2∇v)+λv=z(θtω)v+e-z(θtω)f(x,ez
(θtω)v)+e-z(θtω)gε(x,t) (7)

其中初值条件:v(τ,x)=vτ(x).
据经典Galerkin方法知道,初值问题(7)在 L2(Rn)中有唯一连续解[2-4],令u(t,τ,ω,uτ)=

ez
(θτω)v(t,τ,ω,vτ),其中uτ =ez

(θτω)vτ,则u 是方程(1)的解.设映射Φ:R+×R×Ω ×L2(Rn) →
L2(Rn),如果对每个t∈R+,τ∈R,ω ∈Ω 且uτ ∈L2(Rn),有

Φ(t,τ,ω,uτ)=u(t+τ,τ,θ-τω,uτ)=ez
(θtω)v(t+τ,τ,θ-τω,vτ)

那么Φ 是L2(Rn)上对应于(Ω,F,P,{θ}t∈R)的连续协循环.
设D={D(τ,ω)⊆L2(Rn):τ∈R,ω ∈Ω}为L2(Rn)的子集族,满足

lim
s→-∞

e
1
2λs-2∫s0z(θrω)dr-2z(θsω)

‖D(τ+s,θsω)‖2=0 (8)

设集合D满足下列性质:

D={D={D(τ,ω)⊆L2(Rn):τ∈R,ω∈Ω}:D(τ,ω)是有界的,且满足(8)式}

  接下来,我们讨论方程(1)的外力项g(x,t).设对每个τ∈R,有

∫
0

-∞
eλs‖gε(x,s+τ)‖2ds< ∞ (9)

设快速振荡外力项为

gε(x,t)=g x,t,tε
æ

è
ç

ö

ø
÷    ε>0

  不失一般性,下面假设ε∈ (0,1],设gε(x,t)满足下列性质[5]:

   当ε→0+ 时,gε(x,t)有一致平均g0(x,t)∈L2(Rn),对每个T>0和每个函数ϕ∈L2([-T,T],

L2(Rn)),有

lim
ε→0+∫

T

-T
(gε(x,s+h),ϕ(x,s))L2(Rn)ds=∫

-T

T
(g0(x,s+h),ϕ(x,s))L2(Rn)ds

对h∈R一致成立.
gε(x,t)是γ 阶一致缓增的,即存在映射N:R →R+,使得

sup
ε∈(0,1]∫

τ

-∞
eγ
(s-τ)‖gε(x,s)‖2ds≤N(τ)

其中N(τ)是指数有界的函数,且满足

limsup
τ→∞

e-γτN(τ)<c< ∞

设存在函数G(x,t,ζ)∈C1
b(Rn,L2(Rn))∩Cb(Rn,W1,p),使得

G
ζ
(x,t,ζ)=g(x,t,ζ)-g0(x,t)

其中ζ=
s
ε .则有:


ζ

G(x,t,ζ)=ε

sG x,t,sε

æ

è
ç

ö

ø
÷

‖G(x,t,ζ)‖2+‖
tG

(x,t,ζ)‖
2

+‖G(x,t,ζ)‖
p
W1,p ≤M(t,ζ)

其中函数M(t,ζ)关于t和ζ 连续.
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2 随机吸引子的存在性

研究问题(7)解的一致估计.接下来遇到的c只依赖于p,q,λ,α1.C=C(τ,ω)是正的随机变量,在有

限区间上C(θτω)保持有限性.
引理1 假设(2)-(4)式及(9)式成立.那么对每个τ∈R,ω∈Ω 和D= {D(τ,ω):τ∈R,ω∈

{Ω}}∈D,存在T= T(τ,ω,D)>0,使得对所有t≥T,方程(1)的解u满足:

‖v(τ,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖2 ≤M(τ,ω)

∫
τ

τ-t
e-2z(θs-τω)e

1
2λ(s-τ)-2∫

s

τ
z(θr-τω)dr(‖∇u(s,τ-t,θ-τω,uτ-t

)‖p
p +

‖u(s,τ-t,θ-τω,uτ-t
)‖p

p)ds≤M(τ,ω)

∫
τ

τ-t
e-2z(θs-τω)e

1
2λ(s-τ)-2∫

s

τ
z(θr-τω)dr(‖u(s,τ-t,θ-τω,uτ-t

)‖2+

‖u(s,τ-t,θ-τω,uτ-t
)‖q

q)ds≤M(τ,ω)

其中ez
(θtω)vτ-t ∈D(τ-t,θ-tω),且M(τ,ω)满足

M(τ,ω)=c+c∫
0

-∞
e-2z(θsω)e

1
2λs-2∫

s

0
z(θrω)dr(1+‖gε(x,s+τ)‖2)ds

  证  在方程(7)两边同时乘以v,再在Rn 上积分,得

d
dt‖v‖

2+2e
(p-2)z(θtω)‖∇v‖p

p +(2λ-2z(θtω))‖v‖2=

2e-z(θtω)∫Rn
f(x,ez

(θtω)v)·vdx+2e-z(θtω)∫Rn
gε(x,t)vdx

由(2),(6)式,ψ1 ∈L1 以及Young不等式可得

d
dt‖v‖

2+e-2z(θtω) 1
2λ‖u‖

2+2‖∇u‖p
p +2α1‖u‖p

p +2α1‖u‖q
q

æ

è
ç

ö

ø
÷+

1
2λ-2z(θtω)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖v‖2 ≤e-2z(θtω)2c+

1
λ‖g

ε(x,t)‖2æ

è
ç

ö

ø
÷ (10)

由Gronwall引理,并用θ-τω 代替ω,以及ez
(θ-tω)vτ-t ∈D(τ,θ-tω),有

‖v(τ,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖2+

c∫
τ

τ-t
e-2z(θs-τω)e

1
2λ(s-τ)-2∫

s

τ
z(θr-τω)dr(‖u‖2+‖u‖q

q +‖u‖p
p +‖∇u‖p

p)ds≤

e
-
1
2λt-2∫

-t

0
z(θrω)dr-2z(θ-tω)

‖D(τ-t,θ-tω)‖2+

c∫
0

-∞
e
1
2λs-2∫s0z(θrω)dr-2z(θsω)(1+‖gε(x,s+τ)‖2)ds (11)

由(5)式和(9)式可知,(11)式最后一项积分存在.又因为D(τ,ω)∈D,由(8)式知,存在T=T(τ,ω,

D)>0,使得当所有t≥T 时,有

e
-
1
2λt-2∫

-t

0
z(θrω)dr-2z(θ-tω)

‖D(τ-t,θ-tω)‖2 ≤1
因此,由(6),(11)式可知,引理1成立.

引理2 假设(2)式及(9)式成立.设对每个t∈R,τ∈R,ω ∈Ω,D ∈D,s∈ [t-1,t],时间T
是由引理1给出的.那么存在随机变量C=C(τ,ω),使得对几乎所有的t≥T,有:

‖v(s,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖q

q ≤C(τ,ω) (12)

‖∇u(s,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖p

p ≤C(τ,ω) (13)

  证  固定t≥T,由引理1,对所有s∈ [τ-1,τ],有

‖v(s,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖2=‖v(s,τ-t,θ-sθs-τω,vτ-t

)‖2 ≤
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M(τ,θs-τω)≤ sup
h∈[-1,0]

M(τ,θhω)=C(τ,ω) (14)

将(10)式中所有的t用s代替,再用θ-τω 代替ω,对s在[τ-1,τ]上积分,得

2∫
τ

τ-1
e
(p-2)z(θs-tω)‖∇v(s)‖p

p +α1e
(q-2)z(θs-tω)‖v(s)‖q

q( )ds≤

‖v(τ-1)‖2+∫
τ

τ-1
|λ-2z(θs-tω)|·‖v(s)‖

2( )ds+

c∫
τ

τ-1
e-2z(θs-tω)(1+‖gε(x,s)‖2)ds (15)

因为τ| →z(θτω)是连续的,由(14)和(15)式有

∫
τ

τ-1
(‖∇v(s)‖p

p +‖v(s)‖q
q)ds≤C(τ,ω) (16)

对问题(7)两边同时乘以|v|q-2v,因为

(-div(|∇v|p-2∇v),|v|q-2v)≥0
由(2)式和Young不等式,对所有s∈ [τ-1,τ],有

d
ds‖v‖

q
q ≤q(z(θs-tω)-λ)‖v‖q

q +qe-z(θs-tω)(f(x,u),|v|q-2v)+

qe-z(θs-τω)(g(x,s),|v|q-2v)≤

-c‖v‖2q-2
2q-2+C ‖v‖q

q +‖ψ1‖
q
2
q
2
+‖gε(x,s)‖2( ) ≤

C(‖v‖q
q +1+‖gε(x,s)‖2) (17)

对(17)式在[s,t]上积分,其中s∈ [τ-1,τ],得

‖v(τ)‖q
q ≤ ‖v(s)‖q

q +C∫
τ

s
‖v(r)‖q

qdr+C+C∫
τ

s
‖gε(x,r)‖2dr

再对s在[τ-1,τ]上积分,得

‖v(τ,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖q

q ≤

C∫
τ

τ-1
‖v(s)‖q

qds+C∫
τ

τ-1
(1+‖gε(x,s)‖2)ds≤C(τ,ω) (18)

则对所有s∈ [τ-1,τ],有

‖v(s,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖q

q =‖v(s,τ-t,θ-sθs-τω,vτ-t
)‖q

q ≤ max
h∈[-1,0]

C(τ,θhω)=C(τ,ω)

所以(12)式成立.此外,对(17)式在[τ-1,τ]上积分,有

‖v(τ)‖q
q -‖v(τ-1)‖q

q ≤

-c∫
τ

τ-1
‖v(s)‖2q-2

2q-2ds+C∫
τ

τ-1
(‖v(s)‖q

q +1+‖gε(x,s)‖2)ds≤

-c∫
τ

τ-1
‖v(s)‖2q-2

2q-2ds+C(τ,ω)

所以

∫
τ

τ-1
‖v(s)‖2q-2

2q-2ds≤C(τ,ω)

将问题(7)两边与vs 作内积,得

e
(p-2)z(θs-τω)d

ds‖∇v‖
p
p +p‖vs‖2=

p(z(θs-τω)-λ)(v,vs)+pe-z(θs-τω)(f(x,u),vs)+pe-z(θs-τω)(gε(x,s),vs) (19)
设s∈ [τ-1,τ],因为τ| →z(θτω)是连续的,则

p
4‖vs‖2+C‖f(x,u)‖2 ≤

p
4‖vs‖2+C(‖v‖2q-2

2q-2+‖ψ2‖2)

再由Young不等式,有
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d
ds‖∇v

(s,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖p

p ≤C(‖v(s)‖2q-2
2q-2+‖v(s)‖2+‖gε(s,x)‖2+1) (20)

按照前面的方法,对(20)式进行两次积分,由(14),(16)和(18)式,有

‖∇v(τ,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖p

p ≤C(τ,ω) (21)
因为C(τ,θτω)在τ∈ [-1,0]上有最大值,则(21)对s∈ [τ-1,τ],t≥T 有

‖∇v(s,τ-t,θ-τω,vτ-t
)‖p

p ≤C(τ,ω)
那么结合(6)式可知(13)式成立.

类比文献[1]中引理3.3的证明方法,可证如下引理成立:
引理3 设(2)-(4)式以及(9)式成立.设对每个η>0,τ∈R,有ω∈Ω和D∈D.则存在T=T(τ,

ω,D,η)>0,和K =K(τ,ω,η)≥1,使得对所有t≥T,有

∫|x|≥K
|u(τ,τ-t,θ-τω,vτ-t

)|2dx≤η

其中ez
(θ-tω)vτ-t ∈D(τ-t,θ-tω).

类似于自治系统中证明拉回渐进紧的方法,参考文献[3]中引理4.7的证明方法,结合引理1、引理2
和引理3可知如下引理4成立:

引理4 设(2)-(4)式以及(9)式成立,那么由方程(1)生成的动力系统在L2(Rn)上是D 拉回渐进

紧的.即当tn → ∞,{D(τ,ω)}∈D和u0,n(θ-tnω)∈D(τ-tn,θtnω)时,对几乎所有的ω ∈Ω,序列

{Φ(tn,τ-tn,θ-tnω,u0,n(θ-tnω))}在L2(Rn)上有收敛子列.
由引理1和引理4得:
定理1 设(2)-(4)式以及(9)式成立,那么对每个ε∈(0,1],方程(1)在L2(Rn)上生成唯一的随

机吸引子Aε ={Aε(τ,ω):τ∈R,ω ∈Ω}∈D.

3 p-Laplace方程随机吸引子的上半连续性

现在考虑当外力项快速振荡(即ε→0+)时,吸引子的渐进行为.
记uε 是方程(1)的解,u0 是平均方程

u
t+λu-div(|∇u|p-2∇u)=f(x,u)+g0(x,t)+u

dW
dt

u0(τ,x)=u0
τ(x)   x∈Rn

ì

î

í

ïï

ïï

的解.且将由方程(1)生成的动力系统记为Φε.
由文献[3-4]可以得出关于上半连续性的如下结论:
命题1 若ε∈ (0,1],假定下列3个条件成立:

 当ε→0+ 时,Φε 点态收敛到Φ0;

 对任意ε∈(0,1],随机动力系统Φε 有吸收集Eε={Eε(τ,ω)}ω∈Ω,并且存在随机函数Q(τ,ω),
使得

limsup
ε→0

‖Eε(τ,ω)‖ ≤Q(τ,ω)   ∀τ∈R,ω∈Ω

   ∪
0<ε≤1

Aε(τ,ω)在L2(Rn)中是预紧的.

则方程(1)的随机吸引子Aε(τ,ω)是上半连续的,即

lim
ε→0
dist(Aε(τ,ω),A0(τ,ω))=0

  接下来证明结论:
定理2 设(2)-(4)式以及(9)式成立,那么方程(1)的随机吸引子是上半连续的.
由引理1和引理4可知命题1的条件 , 成立,下面证明条件 .
引理5 对每个T ∈R+,τ∈R和ω ∈Ω,有

lim
ε→0+

‖vε(τ+T,τ,ω,vε
τ)-v0(τ+T,τ,ω,v0

τ)‖=0
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当ε→0+ 时,有 ‖vε
τ -vτ‖ →0.

证  设

S(t,τ,ω,Sτ)=vε(t,τ,ω,vε
τ)-v0(t,τ,ω,v0

τ)
其中ε∈ [0,1].由(6)式有

S(t,τ,ω,Sτ)=e-z(θtω)uε(t,τ,ω,uε
τ)-u0(t,τ,ω,u0

τ)( )

则S 满足

dS
dt-e

(p-2)z(θtω)div(|∇S|p-2∇S)+λS=

z(θtω)S+e-z(θtω)f(x,ez
(θtω)vε)-f(x,ez

(θtω)v0)( ) +e-z(θtω)gε(x,t)-g0(x,t)( ) (22)
(22)式两边对S 作内积,得

d
dt‖S‖

2+2e
(p-2)z(θtω)‖∇S‖p +2λ‖S‖2=

2z(θtω)‖S‖2+2e-z(θtω)∫Rn
f(x,ez

(θtω)vε)-f(x,ez
(θtω)v0)( )Sdx+

2e-z(θtω)∫Rn
gε(x,t)-g0(x,t)( )Sdx

再由(4)式有

d
dt‖S‖

2 ≤ (2z(θtω)+α3-2λ)‖S‖2+2e-z(θtω)∫Rn
(gε(x,t)-g0(x,t))Sdx≤

(2z(θtω)+α3-2λ)‖S‖2+2εe-z(θtω)∫Rn

G x,η,
t
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

t η=t

·Sdx

由Gronwall引理可得

‖S(τ+T,τ,ω,Sτ)‖2 ≤e∫
τ+T

τ
(2z(θrω)+α3-2λ)dr‖Sτ‖2+Mε

τ,T

其中

Mε
τ,T(ω)=2ε∫

τ+T

τ
e-z(θsω)+∫

t

s
(2z(θrω)+β-2λ)dr

∫Rn

G x,η,
s
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

s η=t

·Sdx
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
ds

注意到

Mε
τ,T(ω)=2ε∫

τ+T

τ
e-z(θsω)+c(τ+T-s)

∫Rn

G x,η,
s
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

s
·Sdx

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
ds≤

2cε∫
τ+T

τ


se

c(τ+T-s)∫Rn
G x,s,sε

æ

è
ç

ö

ø
÷Sdxæ

è
ç

ö

ø
÷+

é

ë
êê

cec
(τ+T-s)∫Rn

G x,s,sε
æ

è
ç

ö

ø
÷Sdx-ec

(τ+T-s)

∫Rn

G x,η,
s
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

η η=s

·Sdx-

ec
(τ+T-s)∫Rn

G x,s,sε
æ

è
ç

ö

ø
÷·S

sdx
ù

û
úúds=M1+M2+M3+M4 (23)

其中:

M1 ≤εCτ,T[‖G x,τ+T,τ+T
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖·‖S(τ+T)‖+‖G x,τ,τε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖‖Sτ‖]

M2 ≤εCτ,T∫
τ+T

τ
[‖G x,s,sε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖

2

+‖S(s,τ,ω,Sτ)‖2]ds

M3 ≤εCτ,T∫
τ+T

τ ‖G x,η,
s
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

η ‖
2

η=s

+‖S(s,τ,ω,Sτ)‖2
æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ds
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M4 ≤εCτ,T∫
τ+T

τ
[‖G x,s,sε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖

p

W1,p
+‖Ss(s,τ,ω,Sτ)‖p1

(W1,p)*]ds (24)

因为当ε→0+ 时,‖Sτ‖ →0.而且,由(22)式和假设可知S(s,τ,ω,Sτ)∈Lp
loc(τ,∞;W1,p),则由文

献[1]知,存在常数cτ,T,ω >0使得

sup
ε∈(0,1]

‖Ss(s,τ,ω,Sτ)‖
p1

Lp1
loc
(τ,∞;(W1,p)*)<cτ,T,ω

因此,当ε→0+ 时,结合(23),(24)式以及 ‖Sτ‖ →0,有

Mε
τ,T ≤εcτ,T,ω →0

由此可知引理5成立.
综上所述,命题1的条件 ,, 均成立,故定理2得证.
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