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多值映象在锥矩度量空间中不动点的存在性定理①
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摘要:在锥矩度量空间中引入多值映象,并获得了该映象在此空间中不动点的存在性定理.这个结果改进和推广了

近期的相关结果.
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多值映象已经在许多空间中被研究,并且被推广为多种形式.文献[1]在锥b 度量空间中研究并推广

了Banach多值压缩映象,并证明了其不动点的存在性.文献[2]介绍了锥矩度量空间定义,并证明了Ba-
nach压缩映象在此空间中不动点的存在及唯一性.随后,文献[3-4]在锥矩度量空间中研究了其它的一些

单值映象.文献[5]在锥度量空间中研究并改进了Banach多值压缩映象.
本文对文献[5]中的多值映象增加了条件,先证明了一定条件下的序列在锥矩度量空间中为柯西列,

再证明改进后的两种多值映象在锥矩度量空间中不动点的存在性定理.该结果改进和推广了锥矩度量空间

中映象的形式,且在矩度量空间中也成立.

1 预备知识

定义1[2] 设X 是一非空集合,E 是实Banach空间,映射d:X×X →E,如果对于任意的x,y∈
X,不同的z,w ∈X\{x,y},满足:

θ≼d(x,y);

d(x,y)=θ当且仅当x=y;

d(x,y)=d(y,x);

d(x,y)≼d(x,z)+d(z,w)+d(w,y).
则称d 为X 的锥矩度量,称(X,d)为锥矩度量空间.

定义2[6] 本文用CL(X)表示X 中所有非空闭子集,CB(X)表示X 中所有非空有界闭子集,且:

s(p)={q∈E:p≼q}

s(p,B)=∪
b∈B

s(d(p,b))=∪
b∈B
{x∈E:d(p,b)≼x}

s(A,B)=(∪
a∈A

s(a,B))∩ (∪
b∈B

s(b,A))

  引理1[5] 设(X,d)是带有锥P 的锥矩度量空间,对于任意的x,y∈X,y∈B⊆X,若d(x,y)≼a,
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那么a∈s(x,B).
  引理2[6] 设(X,d)是带有锥P 的锥矩度量空间,那么有以下结论:

 设p,q∈E,若p≼q,那么s(p)⊂s(q);

 设x∈X,A ∈CL(X),若θ∈s(x,A),那么x∈A;

 设q∈P,A,B ∈CL(X),a∈A,若q∈s(A,B),那么q∈s(a,B);

 对于所有的q∈P,A,B∈CL(X),有q∈s(A,B),当且仅当,存在a∈A 和b∈B,使得d(a,

b)≼q.
引理3 设(X,d)是锥矩度量空间,{xn}是X 中的序列,如果对于任意的n≥1,该序列满足:

d(xn+1,xn)≼rd(xn,xn-1)   d(xn+2,xn)≼rd(xn+1,xn-1)

其中r<1,那么{xn}为X 中的柯西列.
证  由假设易知,对任意的n≥1,有:

d(xn+1,xn)≼rd(xn,xn-1)≼r2d(xn-1,xn-2)≼ … ≼rnd(x1,x0)

d(xn+2,xn)≼rd(xn+1,xn-1)≼r2d(xn,xn-2)≼ … ≼rnd(x2,x0)

  对于任意正整数m,n(m ≥n-3),存在正整数p>1,使得以下3种情况之一成立:

m=n+2p   m=n+2p+1   m=n+3
当m=n+2p 时,由锥矩度量空间的定义,有

d(xn,xm)≼d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+d(xn+2,xm)≼
d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+[d(xn+2,xn+3)+d(xn+3,xn+4)+d(xn+4,xm)]≼ … ≼
d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+…+d(xm-3,xm-2)+d(xm-2,xm)≼

rnd(x1,x0)+rn+1d(x1,x0)+…+rm-3d(x1,x0)+rm-2d(x2,x0)=
(rn +rn+1+…+rm-3)d(x1,x0)+rm-2d(x2,x0)=

rn(1-rm-n-2)
1-r d(x1,x0)+rm-2d(x2,x0)

当m=n+2p+1时,有

d(xn,xm)≼d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+d(xn+2,xm)≼
d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+[d(xn+2,xn+3)+d(xn+3,xn+4)+d(xn+4,xm)]≼ … ≼
d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+…+d(xm-2,xm-1)+d(xm-1,xm)≼

rnd(x1,x0)+rn+1d(x1,x0)+…+rm-1d(x1,x0)=
(rn +rn+1+…+rm-1)d(x1,x0)=

rn(1-rm-n)
1-r d(x1,x0)

当m=n+3时,有

d(xn,xm)≼d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn+2)+d(xn+2,xn+3)=
(rn +rn+1+rn+2)d(x1,x0)=

rn(1-r3)
1-r d(x1,x0)

由以上3种情况可得

lim
n,m→∞

ρ(xn,xm)=θ

所以{xn}为X 中的柯西列.
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2 主要结果

定理1 设映射φ:[0,1) →
1
2
,1æ

è
ç

ù

û
úú 为φ(t)=

1
t+1

,(X,d)是带有锥P 的完备锥矩度量空间,

F:X →CL(X)是多值映象,集合{w:d(w,z)≼rd(z,y)且d(w,y)≼rd(z,x),其中x∈X,

y∈Fx,z∈Fy,w ∈Fz,r∈ [0,1)}非空.若存在r∈ [0,1),使得对任意的x,y,有

1
φ(r)

d(x,y)∈s(x,Fx)⇒rd(x,y)∈s(Fx,Fy) (1)

成立,那么存在u∈X,使得u∈Fu(即多值映象F 存在不动点).
证  步骤1 根据已知条件,在X 中构造序列{xn},并证明其是X 中的柯西列.
对任意的x0 ∈X,由于Fx0 ∈CL(X),且Fx0 是非空的,所以存在x1 ∈Fx0.另外,因为

d(x0,x1)≼
1

φ(r)
d(x0,x1) (2)

那么,由引理1得

1
φ(r)

d(x0,x1)∈s(x0,Fx0)

从而由(1)式可得

rd(x0,x1)∈s(Fx0,Fx1)

因此,由引理2中的结论 ,将rd(x0,x1)视为其中的q,Fx0,Fx1 分别视为A,B,则存在x2∈Fx1,

使得

d(x1,x2)≼rd(x0,x1) (3)

进一步,由引理1以及:

d(x1,x2)≼
1

φ(r)
d(x1,x2)   d(x0,x2)≼

1
φ(r)

d(x0,x2) (4)

可得

1
φ(r)

d(x1,x2)∈s(x1,Fx1)

和

1
φ(r)

d(x0,x2)∈s(x0,Fx2)

从而由(1)式可得:

rd(x1,x2)∈s(Fx1,Fx2)   rd(x0,x2)∈s(Fx0,Fx2)

再由引理2中的结论 ,存在{x*
3 },{x'

3}⊆Fx2,使得

d(x2,x*
3 )≼rd(x1,x2)

和

d(x1,x'
3)≼rd(x0,x2)

继而由F 满足的条件,可知{x*
3 }∩ {x'

3}≠Ø,因此,存在x3 ∈ {x*
3 }∩ {x'

3},使得:

d(x2,x3)≼rd(x1,x2)   d(x1,x3)≼rd(x0,x2) (5)

  继续按照上述步骤进行,可构造X 中的序列{xn},满足xn+1 ∈Fxn,且:

d(xn,xn+1)≼rd(xn-1,xn)   d(xn,xn+2)≼rd(xn-1,xn-3) (6)

由{xn}满足的条件以及引理3,可得该序列为X 中的柯西列.因为X 是完备的锥矩度量空间,所以存在

u∈X,使得xn →u(n→ ∞).
步骤2 证明u∈Fu,即u 是F 的不动点.
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由于xn →u(n→ ∞),所以,对任意的c≫θ,存在正整数kc1
,使得当n≥kc1

时,有:

d(u,xn+1)≪
c
3   d

(u,xn)≪
c
3r

因为{xn}为X 中的柯西列,必有lim
n→∞

ρ(xn,xn+1)=θ成立,所以,对任意的c≫θ,存在正整数kc2
,使得

当n≥kc2
时,d(xn,xn+1)≪

c
3

成立.综上所述,对任意的c≫θ,取kc=max{kc1
,kc2

},当n≥kc 时,

有:

d(u,xn+1)≪
c
3   d

(u,xn)≪
c
3r   d

(xn,xn+1)≪
c
3

(7)

  首先,取xn1 ∈ {xn},使得xn1 ≠u.因为xn →u 和lim
n→∞

ρ(xn,xn+1)=θ,所以,存在正整数N0,使

得当n≥N0 时,有:

d(u,xn)≼
1
3d
(u,xn1

)   d(xn,xn+1)≼
1
3d
(u,xn1

) (8)

由xn+1 ∈Fxn,以及

φ(r)d(xn,xn+1)≼d(xn,xn+1)≼
1
3d
(u,xn1

)≼

d(u,xn1
)-d(u,xn)-d(xn,xn+1)≼

d(u,xn+1)+d(xn+1,xn)+d(xn,xn1
)-d(u,xn)-d(xn,xn+1)=

d(xn,xn1
) (9)

即

1
φ(r)

d(xn,xn1
)≼d(xn,xn+1)

由引理1,可得

1
φ(r)

d(xn,xn1
)∈d(xn,xn+1)

因此,由(1)式得

rd(xn,xn1
)∈s(Fxn,Fxn1

)

继而由引理2中的结论  和 ,有rd(xn,xn1
)∈s(xn+1,Fxn1

)成立,且存在xn2 ∈Fxn1
,使得

d(xn+1,xn2
)≼rd(xn,xn1

) (10)

由锥矩度量空间的定义,有

d(u,xn2
)≼d(u,xn)+d(xn,xn+1)+d(xn+1,xn2

)≼

d(u,xn)+d(xn,xn+1)+rd(xn,xn1
) (11)

在(11)式中令n→ ∞,可得

d(u,xn2
)≼rd(u,xn1

) (12)

另外,由锥矩度量空间的不等式,有

d(xn1
,xn2

)≼d(xn1
,u)+d(u,xn+1)+d(xn+1,xn2

)≼

d(xn1
,u)+d(u,xn+1)+rd(xn,xn1

) (13)

同样,令n→ ∞,可得

d(xn1
,xn2

)≼ (1+r)d(u,xn1
)⇒ 1
1+rd(xn1

,xn2
)≼d(xn1

,u) (14)

即
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φ(r)d(xn1
,xn2

)≼d(xn1
,u)

由引理1,可得

1
φ(r)

d(xn1
,u)∈s(xn1

,Fxn1
)

进而由(1)式,可得

rd(xn1
,u)∈s(Fxn1

,Fu) (15)

  其次,类似地由xn2 ∈ {xn}且xn1 ≠u,可推得

rd(xn2
,u)∈s(Fxn2

,Fu)

依此继续下去,对任意的k∈N,都有

rd(xnk
,u)∈s(Fxnk

,Fu) (16)

因为xnk+1
∈Fxnk

,所以rd(xnk
,u)∈s(xnk+1

,Fu).继而,由引理2中的结论 ,可得存在uk ∈Fu,

使得

d(xnk+1
,uk)≼rd(xnk

,u)

  最后,若存在k∈N,使得xnk =xnk+1
,那么xnk

就是F 的不动点.假设对任意的k∈N,xnk ≠xnk+1
.

这说明在N中存在无限集J,使得对任意的nk ∈J,xnk ≠u.因为{xnk
}是{xn}中的序列,由(7)式,对

任意的c≫θ,当nk ≥k>kc 时,有

d(u,uk)≼d(u,xnk
)+d(xnk

,xnk+1
)+d(xnk+1

,uk)≼

d(u,xnk
)+d(xnk

,xnk+1
)+rd(xnk

,u)≪

c
3+

c
3+

c
3 ≪c (17)

所以uk →u.由Fu 是闭的,可得u∈Fu,即多值映象F 存在不动点.

定理2 设映射φ:[0,1) →
1
2
,1æ

è
ç

ù

û
úú 为φ(t)=

1
t+1

,(X,d)是带有锥P 的锥矩度量空间,Bd(x0,

r)为该空间中的完备子空间.T:Bd(x0,r) →CL(X)是多值映象,集合{w:d(w,z)≼ad(z,y)且

d(w,y)≼ad(z,x),其中x∈X,y∈Tx,z∈Ty,w ∈Tz,a∈[0,1)}非空.若存在a∈[0,1),
使得对任意的x,y∈Bd(x0,r),有

1
φ(a)

d(x,y)∈s(x,Tx)⇒ad(x,y)∈s(Tx,Ty) (18)

成立,且{x:(1-a)r∈s(d(x0,x)),x∈Tx0}中存在两点x'
1,x1,满足d(x'

1,x1)≼a2r,那么存在

v∈Bd(x0,r),使得v∈Tv(即多值映象T 存在不动点).
证  首先,因为{x:(1-a)r∈s(d(x0,x)),x∈Tx0}中存在两点x'

1,x1满足d(x1,x'
1)≼a2r,

可知Tx0 中存在两点x'
1,x1,使得:

d(x1,x'
1)≼a2r

(1-a)r∈s(d(x0,x1))   (1-a)r∈s(d(x0,x'
1)) (19)

即满足:

d(x1,x'
1)≼a2r   d(x0,x1)≼ (1-a)r   d(x0,x'

1)≼ (1-a)r (20)

由d(x0,x1)≼ (1-a)r≼r,易知x1 ∈Bd(x0,r),同理x'
1 ∈Bd(x0,r).

其次,因为

d(x0,x1)≼
1

φ(a)
d(x0,x1) (21)

那么,由引理1可得
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1
φ(a)

d(x0,x1)∈s(x0,Tx0)

从而由(18)式得

ad(x0,x1)∈s(Tx0,Tx1)

继而,由引理2中的结论  可知,存在x2 ∈Tx1,使得

d(x1,x2)≼ad(x0,x1) (22)

由锥矩度量空间的定义,以及(20)和(22)式,可得

d(x2,x0)≼d(x2,x1)+d(x1,x'
1)+d(x'

1,x0)≼

ad(x0,x1)+a2r+(1-a)r≼
a(1-a)r+a2r+(1-a)r=r

这说明

x2 ∈Bd(x0,r) (23)

  进一步,由引理1以及:

d(x1,x2)≼
1

φ(a)
d(x1,x2)   d(x0,x2)≼

1
φ(a)

d(x0,x2) (24)

可得

1
φ(a)

d(x1,x2)∈s(x1,Tx1)

和

1
φ(a)

d(x0,x2)∈s(x0,Tx1)

从而由(18)式得:

ad(x1,x2)∈s(Tx1,Tx2)

ad(x0,x2)∈s(Tx0,Tx2)

再由引理2中的结论 ,存在{x*
3 },{x'

3}⊆Tx2,使得:

d(x2,x*
3 )≼ad(x1,x2)

d(x1,x'
3)≼ad(x0,x2)

继而由T 满足的条件得,存在x3 ∈ {x*
3 }∩ {x'

3},使得:

d(x2,x3)≼ad(x1,x2)   d(x1,x3)≼ad(x0,x2) (25)

由

d(x3,x0)≼d(x3,x2)+d(x2,x1)+d(x1,x0)≼

a2d(x0,x1)+ad(x0,x1)+(1-a)r≼
a2(1-a)r+a(1-a)r+(1-a)r=
(1-a3)r≼r (26)

所以

x3 ∈Bd(x0,r) (27)

  继续按照上述步骤进行,可构造序列{xn}∈Bd(x0,r),满足xn+1 ∈Txn,且:

d(xn,xn+1)≼ad(xn-1,xn)   d(xn,xn+2)≼ad(xn-1,xn-3) (28)

由引理3,可得{xn}是Bd(x0,r)中的柯西列.另外,由Bd(x0,r)完备,可得该序列收敛于v∈Bd(x0,

r),类似定理1可证得v∈Tv.
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