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Gpb 度量空间中弱压缩映射的公共不动点定理①
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摘要:在Gp 度量和Gb 度量的基础上,定义了Gpb 度量空间,并在一定条件下,证明了弱压缩映射的公共不动点

定理,该结果改进和推广了近期的相关结果.
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2006年,文献[1]首次定义了G 度量空间.2011年,文献[2]结合偏度量和G 度量,定义了Gp 度量

空间.2012年,文献[3]结合G 度量和b 度量,定义了Gb 度量空间.2015年,文献[4]在Gp 度量空间

中证明了弱压缩映射的公共不动点定理.本文在Gp 度量和Gb 度量的基础上,定义了Gpb 度量空间,并

在该空间中证明了相应弱压缩映射的公共不动点定理,该结果改进和推广了文献[4]中的相关结果.

1 预备知识

用N表示自然数集.
定义1[1] 令X 为非空集合,G:X ×X ×X →[0,∞),若满足以下条件:
(a)x=y=z⇒G(x,y,z)=0;
(b)∀x,y,z∈X,x ≠y,有G(x,y,z)>0;
(c)∀x,y,z∈X,y≠z,有G(x,x,y)≤G(x,y,z);
(d)G(x,y,z)=G(x,z,y)=G(y,z,x)=…;
(e)∀x,y,z,a∈X,有G(x,y,z)≤G(x,a,a)+G(a,y,z).

则称G(X,G)为G 度量空间.
定义2[2] 令X 为非空集合,Gp:X ×X ×X →[0,∞),若满足以下条件:
(a)Gp(x,x,x)=Gp(y,y,y)=Gp(z,z,z)⇒x=y=z;
(b)∀x,y,z∈X,x ≠y,有0≤Gp(x,x,x)≤Gp(x,x,y)≤Gp(x,y,z);
(c)Gp(x,y,z)=Gp(x,z,y)=Gp(y,z,x)=…;
(d)∀x,y,z,a∈X,有Gp(x,y,z)≤Gp(x,a,a)+Gp(a,y,z)-Gp(a,a,a).

则称G(X,Gp)为Gp 度量空间.
定义3[3] 令X 为非空集合,Gb:X ×X ×X →[0,∞),若满足以下条件:
(a)x=y=z⇒Gb(x,y,z)=0;
(b)∀x,y∈X,x ≠y,有Gb(x,x,y)>0;
(c)∀x,y,z∈X,y≠z,有Gb(x,x,y)≤Gb(x,y,z);
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(d)Gb(x,y,z)=Gb(x,z,y)=Gb(y,z,x)=…;
(e)∀x,y,z,a∈X,有Gb(x,y,z)≤s[Gb(x,a,a)+Gb(a,y,z)].

则称G(X,Gb)为Gb 度量空间.
定义4 令X 为非空集合,Gpb:X ×X ×X →[0,∞),s≥1,若满足以下条件:
(a)Gpb(x,x,x)=Gpb(y,y,y)=Gpb(z,z,z)⇒x=y=z;
(b)∀x,y,z∈X,x ≠y,有0≤Gpb(x,x,x)≤Gpb(x,x,y)≤Gpb(x,y,z);
(c)Gpb(x,y,z)=Gpb(x,z,y)=Gpb(y,z,x)=…;
(d)∀x,y,z,a∈X,有Gpb(x,y,z)≤s[Gpb(x,a,a)+Gpb(a,y,z)]-Gpb(a,a,a).

则称(X,Gpb)为Gpb 度量空间.
注1 Gp 度量空间一定为Gpb 度量空间,但反之不成立.
例1 令X=[1,∞),Gpb(x,y,z)=lnxyz,s≥1,则X 为Gpb 度量空间,而不是Gp 度量空间.
证  由Gpb(x,x,x)=Gpb(y,y,y)=Gpb(z,z,z),得lnx3=lny3=lnz3,即x=y=z,则定

义4的条件(a)成立.
对 ∀x,y,z∈X,不失一般性,设x ≤y≤z,则lnx ≤lny≤lnz,因而

3lnx≤2lnx+lny≤lnx+lny+lnz
即lnx3≤lnx2y≤lnxyz,也即Gpb(x,x,x)≤Gpb(x,x,y)≤Gpb(x,y,z),则定义4的条件(b)
成立.

又因lnxyz=lnxzy=lnyzx=…,则Gpb(x,y,z)=Gpb(x,z,y)=Gpb(y,z,x)=…,则定义

4的条件(c)成立.
又由s≥1,a∈X,则

Gpb(x,y,z)=lnxyz=lnx+lny+lnz≤
s(lnx+lny+lnz)≤s(lnx+lny+lnz)+3lna(s-1)=
s(lnx+lna+lna+lna+lny+lnz)-3lna=
s(lnxa2+lnayz)-lna3=
s[Gpb(x,a,a)+Gpb(a,y,z)]-Gpb(a,a,a)

则定义4的条件(d)成立.因此,X 为一个Gpb 度量空间,而不是Gp 度量空间.
定义5 令G(X,Gpb)为Gpb 度量空间,{xn}⊂X,x∈X,若lim

n,m→∞
Gpb(x,xn,xm)=Gpb(x,x,

x),则称xn →x.
定义6 令G(X,Gpb)为Gpb 度量空间,称:

􀃠 {xn}为Gpb 柯西列当且仅当lim
n,m→∞

Gpb(xn,xm,xm)存在且有限;

􀃡 (X,Gpb)为Gpb 完备空间当且仅当任意Gpb 柯西列都收敛,且lim
n,m→∞

Gpb(xn,xm,xm)=Gpb(x,

x,x).
引理1 令G(X,Gpb)为Gpb 度量空间,则:

􀃠 若Gpb(x,y,z)=0,则x=y=z;

􀃡 若x ≠y,则Gpb(x,y,y)>0.
证  􀃠 假设x≠y≠z,则有Gpb(x,x,x)<Gpb(x,y,z)=0,这与Gpb(x,x,x)≥0矛盾,因

而x=y=z.
􀃡 假设Gpb(x,y,y)=0,则由 􀃠 可得x=y,这与x ≠y 矛盾,因此Gpb(x,y,y)>0.
定义7[4] 定义两个函数集:

Ψ ={ψ|ψ:[0,∞) →[0,∞),ψ 连续,非减,且ψ-1(0)=0}

Φ={φ|φ:[0,∞) →[0,∞),φ 下半连续,非减,且φ-1(0)=0}

  定义8[5] (X,≼)为一个偏序集,映射f,g:X →X,若对 ∀x∈X,有fx≼gfx,gx≼fgx,
则称f,g 为弱增映射.
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2 主要结果

在这部分,将在Gpb 度量空间中建立两个弱增映射的公共不动点定理.
定理1 令(X,≼)为一个偏序集,f,g为弱增映射,(X,Gpb)为Gpb 完备的度量空间,s≥1,ψ∈Ψ,

φ∈Φ,∑
∞

n=0
sm-nGpb(xn,xn+1,xn+1)< ∞,使得

ψ(Gpb(fx,gy,gy))≤ψ(M(x,y,y))-φ(M(x,y,y)) (1)
其中

M(x,y,y)=
max{Gpb(x,y,y),Gpb(x,fx,fx),Gpb(y,gy,gy),[Gpb(x,gy,gy)+Gpb(y,fx,fx)]/2s}

若以下条件之一成立:

􀃠f 连续或g 连续;

􀃡 {xn}非减,z∈X,xn →z⇒xn ≼z.
则f,g 有公共不动点.

证  先证:只要f,g中一个有不动点,则该点一定为f,g的公共不动点.不失一般性,假设u为f的

不动点,即u=fu,由(1)式,令x=y=u,则

ψ(Gpb(u,gu,gu))=ψ(Gpb(fu,gu,gu))≤

ψ(M(u,u,u))-φ(M(u,u,u)) (2)
其中

M(u,u,u)=max{Gpb(u,u,u),Gpb(u,fu,fu),Gpb(u,gu,gu),
[Gpb(u,gu,gu)+Gpb(u,fu,fu)]/2s}=
max{Gpb(u,u,u),Gpb(u,gu,gu)}=
Gpb(u,gu,gu) (3)

将(3)式代入(2)式,有

ψ(Gpb(u,gu,gu))≤ψ(Gpb(u,gu,gu))-φ(Gpb(u,gu,gu)) (4)
则φ(Gpb(u,gu,gu))≤0,因而Gpb(u,gu,gu)=0,即u=gu.因此可得fu=u=gu,即u为f,g 的

公共不动点.
下证f 或g 有不动点.任取x0 ∈X,若fx0=x0,则结论成立.设fx0 ≠x0,则可构造如下序列:

x1=fx0 ≼gfx0=gx1=x2

x2=gx1 ≼fgx1=fx2=x3

︙

xn ≼xn+1

以下分两种情况:
情况1 当Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)=0时,即x2n =x2n+1 时,由(1)式有

ψ(Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1))=ψ(Gpb(fx2n,gx2n+1,gx2n+1))≤

ψ(M(x2n,x2n+1,x2n+1))-φ(M(x2n,x2n+1,x2n+1)) (5)
其中

M(x2n,x2n+1,x2n+1)=max{Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1),Gpb(x2n,fx2n,fx2n),Gpb(x2n+1,gx2n+1,gx2n+1),
[Gpb(x2n,gx2n+1,gx2n+1)+Gpb(x2n+1,fx2n,fx2n)]/2s}=
max{Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1),Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1),Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2),
[Gpb(x2n,x2n+2,x2n+2)+Gpb(x2n+1,x2n+1,x2n+1)]/2s}≤
max{Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1),Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2),
[s(Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)+Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2))-
Gpb(x2n+1,x2n+1,x2n+1)+Gpb(x2n+1,x2n+1,x2n+1)]/2s} (6)
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因为x2n =x2n+1,则M(x2n,x2n+1,x2n+1)=Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2),将其代入(5)式,有

ψ(Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2))≤ψ(Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1))-φ(Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1))
则φ(Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1))≤0,因而

Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)=0
即x2n+1=x2n+2.同理可得

x2n+2=x2n+3

所以x2n 为f,g 的公共不动点.
情况2 当Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)>0时,则(6)式变为

M(x2n,x2n+1,x2n+1)=max{Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1),Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2)}
若

Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)≤Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2)
则

M(x2n,x2n+1,x2n+1)=Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)
将其代入(5)式,有

ψ(Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2))≤ψ(Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2))-φ(Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2))
则

φ(Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2))≤0
得

Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2)=0
所以

Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)=0
这与Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)>0矛盾,因此有

M(x2n,x2n+1,x2n+1)=Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)
即

Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)≥Gpb(x2n+1,x2n+2,x2n+2)
同理可得

Gpb(x2n-1,x2n,x2n)≥Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1)
因此有

Gpb(xn,xn+1,xn+1)≥Gpb(xn+1,xn+2,xn+2)
即{Gpb(xn+1,xn+2,xn+2)}为非增有界序列,则存在L ≥0,使得

lim
n→∞

Gpb(xn+1,xn+2,xn+2)=L

又因φ 下半连续,则

φ(L)≤liminf
n→∞

φ(M(xn,xn+1,xn+1))

由(1)式有

ψ(Gpb(xn+1,xn+2,xn+2))≤ψ(M(xn,xn+1,xn+1))-φ(M(xn,xn+1,xn+1))
对之取极限,有

ψ(L)≤ψ(L)-φ(L)
则φ(L)=0,即L=0.从而

lim
n→∞

Gpb(xn+1,xn+2,xn+2)=0

  下证{xn}为Gpb 柯西列.对 ∀n,m ∈N,n≤m,有

Gpb(xn,xm,xm)≤s(Gpb(xm-1,xm,xm)+Gpb(xn,xm-1,xm-1))-Gpb(xm-1,xm-1,xm-1)≤
sGpb(xm-1,xm,xm)+s[s(Gpb(xn,xm-2,xm-2)+Gpb(xm-2,xm-1,xm-1))-
Gpb(xm-2,xm-2,xm-2)]-Gpb(xm-1,xm-1,xm-1)≤
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sGpb(xm-1,xm,xm)+s2Gpb(xm-2,xm-1,xm-1)+…+
sm-n-2Gpb(xn+2,xn+3,xn+3)+
sm-n-1[Gpb(xn,xn+1,xn+1)+Gpb(xn+1,xn+2,xn+2)]=

∑
m-1

k=n+1
sm-kGpb(xk,xk+1,xk+1)+sm-n-1Gpb(xn,xn+1,xn+1)=

∑
m-1

k=n
sm-kGpb(xk,xk+1,xk+1)+sm-n-1Gpb(xn,xn+1,xn+1)-sm-nGpb(xn,xn+1,xn+1)=

∑
m-1

k=n
sm-kGpb(xk,xk+1,xk+1)-sm-nGpb(xn,xn+1,xn+1)1-1/s( ) ≤

∑
m-1

k=n
sm-kGpb(xk,xk+1,xk+1)

令

Zn(x)=∑
n

k=0
sm-kGpb(xk,xk+1,xk+1)

因为

∑
∞

n=0
sm-kGpb(xn,xn+1,xn+1)< ∞

则

lim
n,m→∞

Gpb(xn,xm,xm)≤ lim
n,m→∞

(Zm-1(x)-Zn-1(x))=0

即

lim
n,m→∞

Gpb(xn,xm,xm)=0

则{xn}为Gpb 柯西列.
又因(X,Gpb)为Gpb 完备度量空间,则存在z∈X,使得xn →z.以下分两种情况来证明:
若满足条件 􀃠 时,不失一般性,设g 连续.因为x2n+2=gx2n+1,则z=gz,有gz=z=fz.所以z为

f,g 的公共不动点.
若满足条件 􀃡 时,由(1)式有

ψ(Gpb(x2n+1,gz,gz))=ψ(Gpb(fx2n,gz,gz))≤

ψ(M(x2n,z,z))-φ(M(x2n,z,z)) (7)
其中

M(x2n,z,z)=max{Gpb(x2n,z,z),Gpb(x2n,fx2n,fx2n),Gpb(z,gz,gz),
[Gpb(x2n,gz,gz)+Gpb(z,fx2n,fx2n)]/2s}=
max{Gpb(x2n,z,z),Gpb(x2n,x2n+1,x2n+1),Gpb(z,gz,gz),
[Gpb(x2n,gz,gz)+Gpb(z,x2n+1,x2n+1)]/2s} (8)

对(8)式取极限有

lim
n→∞

M(x2n,z,z)=Gpb(z,gz,gz)

代入(7)式,有

ψ(Gpb(z,gz,gz))=limsup
n→∞

ψ(fx2n,gz,gz)≤

limsup
n→∞

[ψ(M(x2n,z,z))-φ(M(x2n,z,z))]≤

ψ(Gpb(z,gz,gz))-φ(Gpb(z,gz,gz))
则

φ(Gpb(z,gz,gz))≤0
即

Gpb(z,gz,gz)=0
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也即gz=z.因此,gz=z=fz.
所以z为f,g 的公共不动点.
注2 当s=1时,定理1则为文献[4]中相关的结果.
推论1 令(X,≼)为一个偏序集,f,g为弱增映射,(X,Gpb)为Gpb 完备的度量空间,s≥1,ψ∈Ψ,

φ∈Φ,∑
∞

n=0
sm-nGpb(xn,xn+1,xn+1)< ∞,使得

ψ(Gpb(fx,gy,gy))≤M(x,y,y)-φ(M(x,y,y))
其中

M(x,y,y)=max{Gpb(x,y,y),Gpb(x,fx,fx),Gpb(y,gy,gy),
[Gpb(x,gy,gy)+Gpb(y,fx,fx)]/2s}

若以下条件之一成立:

􀃠f 连续或g 连续;

􀃡 {xn}非减,z∈X,xn →z⇒xn ≼z.
则f,g 有公共不动点.
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