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局部对称空间中具有平行平均曲率
向量的紧致伪脐子流形①

朱 华, 王世莉, 姚纯青

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:研究了局部对称空间中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形,得到这类子流形成为全脐子流形及其余

维数减少的几个Pinching定理.
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用Nn+p 表示截面曲率KN 满足1
2 <δ≤KN ≤1的n+p(p≥2)维的局部对称的黎曼流形,Mn 是

Nn+p 的n维子流形.文献[1]给出了n+p维标准球面Sn+p(1)中极小子流形的刚性定理.文献[2-3]在子

流形余维数减少和一些Pinching问题上作出了重大贡献.文献[4-5]都讨论了局部对称空间中具有平行平

均曲率向量的紧致伪脐子流形的Pinching问题.文献[4]的计算中遗漏掉一项(即本文中第(14)式),文献

[5-6]都指出了这个问题,但都在这项的放缩过程中出现了困难(只有当矩阵Hα=(hα
ij
)(α≠n+p)能同

时对角化时才成立),故其定理的结论不太正确.同时,文献[7]对文献[4]中的结果的某一项(即本文的第

(16)式)进行了改进,但计算中出现了问题.
本文主要研究局部对称空间中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形.分别得到以下关于截面曲

率、第二基本形式模长平方和Ricci曲率的Pinching定理:
定理1 设Mn 是Nn+p 中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形(p≥2),则Mn 的截面曲率Rijij

满足
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则Mn 一定是Nn+p 的某个n+1维全测地子流形的全脐点超曲面.
定理2 设Mn 是Nn+p 中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形(p≥2),则Mn 的截面曲率Rijij

满足
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则Mn 一定是Nn+p 的某个n+1维全测地子流形的全脐点超曲面.
注1 定理1和定理2分别是文献[6]中定理3.8.9和定理3.8.10的推广.
定理3 设Mn 是Nn+p 中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形(p≥2),则Mn 的第二基本形式模

长的平方S 满足
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则Mn 一定是Nn+p 的某个n+1维全测地子流形的全脐点超曲面.
定理4 设Mn 是Nn+p 中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形(p≥2),则Mn 的第二基本形式模

长的平方S 满足下列条件之一:
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则Mn 一定是Nn+p 的某个n+1维全测地子流形的全脐点超曲面.
注2 定理3和定理4分别是文献[6]中定理3.8.7和定理3.8.8的推广.
定理5 设Mn 是Nn+p 中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形(p≥2),则Mn 的Ricci曲率在每

点沿各方向的下确界Q 满足

(n+4)τ
1
2Q ≥

2
3n

2H(1-δ)(p-1)
1
2 +

8
3n

3
2(1-δ)(p-2)τ

1
2 +

é

ë
êê

(n2+2n-4)(1+H2)τ
1
2 -(2δ-2)nτ

1
2]

则Mn 一定是Nn+p 的某个n+1维全测地子流形的全脐点超曲面.
定理6 设Mn 是Nn+p 中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形(p≥2),则Mn 的Ricci曲率在每

点沿各方向的下确界Q 满足下列条件之一:
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则Mn 一定是Nn+p 的某个n+1维全测地子流形的全脐点超曲面.
注3 定理5和定理6分别是文献[6]中定理3.8.11和定理3.8.12的推广.

1 预备知识

设Mn 是n+p 维黎曼流形Nn+p 中的n 维子流形.本文对各类指标取值范围作如下约定:

A,B,C,…=1,…,n,n+1,…,n+p
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i,j,k,…=1,…,n
α,β,γ,…=n+1,…,n+p

当指标上下出现两次时代表对其求和.
在Nn+p 内选取局部幺正标架场e1,…,en,en+1,…,en+p,使得限制在Mn 上时,向量e1,…,en 与Mn 相

切.设幺正标架场{eA}的对偶标架场为{ωA},则Nn+p 的结构方程为:
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将ωα 限制在Mn 上时,有ωα =0,由Cartan引理得到
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Mn 的Gauss方程和Ricci方程分别为:
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其中R 和K 分别是Mn 和Nn+p 的曲率张量.
Mn 的第二基本形式局部表示成B=hα

ijω
iωj eα.分别用ξ,H,S 表示Mn 的平均曲率向量、平均

曲率和第二基本形式模长的平方,即:
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Mn 的Codazzi方程和Ricci恒等式分别为:
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其中hα
ijk 和hα

ijkl 分别为hα
ij 与hα

ijk 的共变导数.
如果ξ在Mn 的法丛中平行,则称Mn 具有平行平均曲率向量.用Hα 表示矩阵(hα

ij
),在Nn+p 中选取标

准正交标架场e1,…,en+p,使得
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则:
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设Mn 是Nn+p 中具有平行平均曲率向量的紧致子流形[2],则 H 为常数,且:

ωn+p
α =0   Rα(n+p)kl =0   ∀α=n+1,…,n+p (6)

利用结构方程和(3),(4),(5)式,得到

Δhα
ij =-∑

k

(Kα
kikj +Kα

ijkk
)+∑

k,m

(hα
kmRm

ijk +hα
miRm

kjk)-∑
k
∑
β

hβ
kiRα

βjk   α≠n+p (7)

其中hα
ij 的Laplacian为
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  若Nn+p 为局部对称空间,即KA
BCD;E =0,应用文献[1]中公式(2.17)以及第一Bianchi恒等式和(2),

(5)式,得到
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若Mn 是伪脐的,则:
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此时,由(5)和(9)式,得到(8)式最后一项为0.记
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由(9)和(10)式,得到
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当α,β≠n+p时,矩阵(tr(HαHβ))是(p-1)阶实对称矩阵,故可选取适当的法标架场en+1,…,en+p-1使

其对角化,即
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2 定理的证明

定理1的证明 设Mn 是n+p维Riemann流形Nn+p 中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形,对
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由文献[6]中的引理3.12.1和Schwarz不等式,得:
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由文献[6]中的引理3.12.1和(12)式,得:
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其中RM 是Mn 每点截面曲率的下确界.
于是,利用文献[6]中的定理3.8.1和(14)-(19)式,对于任何实数0≤a≤1,有
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(21)式花括号里面的项不小于0.由Hopf极大值原理,得τ 为常数,故Δτ=0,有τ=0或
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当(23)式成立时,(20),(21)式都为等式,于是δ=1,从而(21)式变为
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即定理1成为文献[4]中的定理3.8.9,故τ=0,此时Mn 是Nn+p 的全脐子流形.而τ=0,即hα
ij=0(∀i,

j,α≠n+p),于是Mn 关于其子法丛N1=H ⊥ 是全测地的.利用文献[2]中的定理1,故Mn 一定是Nn+p

的某个n+1维全测地子流形的全脐点超曲面.
注4 对(20)式稍作变化,并类似定理1,便可得到定理2的证明.
定理3的证明  在(13)式中,令a=-1,再由文献[6]中的定理3.8.1,得

∑
α(≠n+p)

∑
i,j

hα
ijΔh

α
ij =

-nH ∑
α(≠n+p)

∑
i,j

hα
ijK

α
ijn+p + ∑

α,β(≠n+p)
∑
i,j,k

(4Kα
β,ijh

α
jkhβ

ik -Kα
kβkh

α
ijhβ

ij)-

2 ∑
α,β(≠n+p)

[tr(H2
αH2

β)-tr(HαHβ)2]+2 ∑
α(≠n+p)

∑
i,j,k,m

hα
ij
(hα

mkKmijk +hα
miKmkjk)-

∑
α(≠n+p)

(trH2
α)2+nH2τ≥-

2
3n

2H(1-δ)(p-1)
1
2τ

1
2 -

8
3n

3
2(1-δ)(p-2)τ-

nτ-2
p-2
p-1

τ2+2nδτ-τ2+nH2τ=
3p-5
p-1

τ
1
2 n
3p-5 -

2
3nH(1-δ)(p-1)

3
2 -

é

ë
êê{

8
3n

1
2(1-δ)(p-1)(p-2)τ

1
2 +(p-1)(2δ-1)τ

1
2 +(4p-6)H2τ

1
2]-τ

1
2S} (25)

因为

1
2Δτ= ∑

α(≠n+p)
∑
ijk

(hα
ijk
)2+ ∑

α(≠n+p)
∑
i,j

hα
ijΔh

α
ij

由定理3的条件和Hopf极大值原理,得τ 为常数,故Δτ=0,从而τ=0或

n
3p-5 -

2
3nH(1-δ)(p-1)

3
2 -

8
3n

1
2(1-δ)(p-1)(p-2)τ

1
2 +

é

ë
êê

(p-1)(2δ-1)τ
1
2 +(4p-6)H2τ

1
2]=τ

1
2S (26)

当(26)式成立时,(25)式为等式,于是δ=1,从而(25)式变为

∑
α(≠n+p)

∑
i,j

hα
ijΔh

α
ij =
3p-5
p-1

τ n
3p-5

[(p-1)+(4p-6)H2]-S{ } (27)

即成为文献[6]中的定理3.8.7,故τ=0,此时Mn 是Nn+p 的全脐子流形.而τ=0,即hα
ij=0(∀i,j,α≠

n+p),于是Mn 关于其子法丛N1=H ⊥ 是全测地的.利用文献[2]中的定理1,故Mn 一定是Nn+p 的某个

n+1维全测地子流形的全脐点超曲面.
注5 在(13)式中,令a=-1,再对不等式稍作变化,并类似定理3,便可得到定理4的证明.
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定理5的证明  在(13)式中,令a=-1,再由文献[6]中的定理3.8.1以及引理3.12.1,得

∑
α(≠n+p)

∑
i,j

hα
ijΔh

α
ij ≥-

2
3n

2H(1-δ)(p-1)
1
2τ

1
2 -

8
3n

3
2(1-δ)(p-2)τ-

nτ-4[(n-1)(1+H2)-Q]τ+2nδτ-[n(n-1)(1+H2)-nQ]τ+nH2τ=

(n+4)τ
1
2 τ

1
2Q-

1
n+4

2
3n

2H(1-δ)(p-1)
1
2 +

8
3n

3
2(1-δ)(p-2)τ

1
2 +

é

ë
êê{

(n2+2n-4)(1+H2)τ
1
2 -(2δ-2)nτ

1
2]} (28)

同定理1的论证,便得到定理5.
注6 在(13)式中,令a=-1,再由文献[6]中定理3.12.1和引理3.12.1,便可得到定理6的证明.
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