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H-R模型极端顺序统计量密度函数的收敛性①
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摘要:证明了在Hüsler-Reiss条件下,二维高斯序列极大值分布密度函数的收敛性,进而通过细化Hüsler-Reiss条

件建立了此密度函数的高阶展开.
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设{(Xni,Yni),1≤i≤n,n≥1}为二维高斯随机向量三角阵.给定n,假设(Xn1,Yn1),(Xn2,Yn2),…,

(Xnn,Ynn)独立同分布,且EXni=EYni=0,EX2
ni=EY2

ni=1,ρn 和Fρn
(x,y)分别为Xni 与Yni 的相关系

数和联合分布函数.令Mn = (Mn1,Mn2)为第n行的最大值,其中

Mn1=max
1≤i≤n

Xni

Mn2=max
1≤i≤n

Yni,n≥1

关于Mn 的极限分布,在如下Hüsler-Reiss条件

λn =
b2n(1-ρn)

2
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→λ∈ (0,∞)   n→ ∞ (1)

成立时,文献[1]得到

lim
n→∞
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x
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y
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其中

Hλ(x,y)=exp-Φλ+
x-y
2λ
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且规范常数bn 满足

n1-Φ(bn)( ) =1 (3)

本文称满足条件(1)的二维高斯三角阵为Hüsler-Reiss模型.对Hüsler-Reiss模型,文献[2]和文献[3]研究

了其最大值与最小值的联合渐近分布.文献[4]将条件(1)细化为:

lim
n→∞

b2n λ-λn( ) =α∈R (4)
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lim
n→∞

b2n b2n λ-λn( ) -α[ ] =β∈R (5)

分别得到了Hüsler-Reiss模型最大值分布的二阶与三阶渐近展式.文献[5]和文献[6]研究了二维椭球阵在

Hüsler-Reiss模型中的相关性质.文献[7]建立了(2)式的一致收敛速度.Hüsler-Reiss模型Copula形式极

值分布收敛性的研究可参见文献[8-9].文献[10-11]分别研究了极值分布和渐近展开.
本文重点研究Hüsler-Reiss模型规范化最大值的密度函数之收敛性及渐近展开.为行文方便,记Φ(x)

是标准正态分布函数,φ(x)为其相应的密度函数,

un(s)=bn +
s
bn
   s∈R

其中规范常数bn 满足(3)式.因规范化最大值Mn 的联合分布函数为Fn
ρn

un(x),un(y)( ) ,易知相应的联

合密度函数为

fρn
(x,y)=Φ

un(x)-ρnun(y)
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记 Hλ(x,y)的联合密度函数为

hλ(x,y)=e-(x+y)Φλ+
x-y
2λ
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为方便,记

Δ fρn
,hλ;x,y( ) =fρn

(x,y)-hλ(x,y)   x,y∈R

1 密度函数的收敛

定理1 若高斯三角阵{Xni,Yni( ) ,1≤i≤n,n≥1}满足(1)式,则对所有的x,y∈R,

lim
n→∞

fρn
(x,y)=hλ(x,y) (8)

  证  由(6)式,把fρn
(x,y)分解如下:

fρn
(x,y)=fρn,1

(x,y)+fρn,2
(x,y) (9)

其中:
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由(7)式,把hλ(x,y)作如下分解:

hλ(x,y)=hλ,1(x,y)+hλ,2(x,y)

其中:

hλ,1(x,y)=e-(x+y)Φλ+
x-y
2λ
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对任意的s,t∈R,当n→ ∞ 时,由(1),(2)式知:

un(s)-ρnun(t)

1-ρ2n
→λ+

s-t
2λ

,bn 1-ρ2n →2λ,
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Fn-k un(s),un(t)( ) →Hλ(s,t)   k=1,2 (11)

因此,由(11)式可以得到:

lim
n→∞

fρn,1
(x,y)=hλ,1(x,y)

lim
n→∞

fρn,2
(x,y)=hλ,2(x,y)

再由(9),(10)式知(8)式成立.

2 密度函数的展开

推导Hüsler-Reiss模型极大值密度函数fρn
(x,y)的高阶展开需要下面两个引理.

引理1 高斯三角阵{Xni,Yni( ) ,1≤i≤n,n≥1}满足(4)式,则对任意x,y∈R,

lim
n→∞

b2nΔ(Fn
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其中
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且
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其中

S(t)=2-1 x2+2x( )e-x   t∈R

  证  见文献[4]之定理2.1.

  引理2 高斯三角阵{Xni,Yni( ) ,1≤i≤n,n≥1}满足(5)式,则对任意的x,y∈R,

lim
n→∞

b2n Δ(Fn
ρn
,Hλ;x,y)-κ(α,λ,x,y)Hλ(x,y)( ) =

τ(α,β,λ,x,y)+
1
2κ

2(α,λ,x,y)
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其中κ(α,λ,x,y)由(12)式给出,且

τ(α,β,λ,x,y)=-8-1 x4+4x3+8x2+16x( )e-x +
τ1(α,β,λ,x,y)+τ2(α,λ,x,y)-τ3(λ,x,y) (13)

τ1,τ2,τ3 的定义见文献[4].

  证  详见文献[4]之定理2.2.

  下面给出Δ fρn,λ
,hλ;x,y( ) 高阶展开.

  定理2 高斯三角阵{Xni,Yni( ) ,1≤i≤n,n≥1}满足条件(4),则对任意的x,y∈R,有

lim
n→∞

b2nΔ fn,λ,hλ;x,y( ) =T(x,y)

其中:
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  证  令
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由条件(4)易验证下面的极限成立:

lim
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令
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由文献[3]知,

n-1=1-Φ(bn)=b-1
nφ(bn)1-b-2

n +3b-4
n +O(b-6

n )( ) (15)

则当n→ ∞ 时,有
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又由泰勒展开式及(14)式知
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由bn 的定义得

lim
n→∞

b2n
n →0

故
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由引理1的相关证明和(17)式可得
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于是n→ ∞ 时,由(16),(17)和(18)式得
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因为当n→ ∞ 时,由(1)和(4)式得
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又由(11)和(14)式得

b2nlogφ
un(y)-ρnun(x)

1-ρ2n
æ

è
ç

ö

ø
÷-logφλ+

y-x
2λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

- λ+
y-x
2λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ -

1
2αλ

-2x+
3
4λx+

1
2αλ

-2y+
1
4λy+

1
2λ

3-αæ

è
ç

ö

ø
÷=

I2(x,y) (21)

则由(16),(18),(20)和(21)式知
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由于对充分大的n 有
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,hλ;x,y( ) ~b2nwn1(x,y,λ)hλ,1(x,y)+b2nwn2(x,y,λ)hλ,2(x,y)

结合式子(19)和(22)式,定理得证.
定理3 高斯三角阵{Xni,Yni( ) ,1≤i≤n,n≥1}满足条件(5),则对任意的x,y∈R,有
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其中:
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  证  当n→ ∞ 时,由引理2知
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又由(15)式得
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由泰勒展开式知,
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又由(11),(14)和(21)式可以得到当n→ ∞ 时
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接下来由(4)和(5)式得
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结合(23)-(27)式,定理得证.
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AsymptoticsofDensityofExtreme
OrderStatisticsonH-RModel

LUYing-yin, PENGZuo-xiang
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,underHüsler-Reissconditiontheconvergenceofdensityofextremefromabivari-

ateGaussiantriangulararrayswasderived.Furthermore,thehigher-orderexpansionsoftheconsidered

densitywereestablishedprovidedthattherefinedHüsler-Reissconditionshold.

Keywords:bivariateGaussiantriangulararray;densityconvergence;higher-orderexpansion;Hüsler-

Reisscondition
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