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一类变换半群的右相容元①
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摘要:设TX 是非空集合X 上的全变换半群,E 是X 上的非平凡的等价关系,R 是X/E 的横断面,则

TE(X,R)= {f∈TX :∀x,y∈X,(x,y)∈E 蕴含(f(x),f(y))∈E 且f(R)⊆R}

是TX 的子半群.赋予变换半群TE(X,R)自然偏序关系,刻画了它的右相容元,并给出了右相容元的充要条件.
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文献[1]在任意半群S 上定义了如下偏序关系 ≤:

定理1[1] 设 ≤ 是半群S 上的偏序关系,a,b∈S,则下面命题等价:

􀃠a≤b;

􀃡a=wb=bz,az=a,其中w,z∈S1;

􀃢a=xb=by,xa=ay=a,其中x,y∈S1.
这种偏序关系通常称为半群S 的自然偏序关系.自然偏序关系是半群理论中一个重要的研究课题,

同时也是变换半群理论研究的热点问题.近年来,国内外诸多学者关注偏序关系及相关问题的研究(参

见文献[2-8]).
设TX 是非空集合X(|X|≥3)上的全变换半群,E 是X 上的等价关系,X/E 是由等价关系E 确定的

X 的分类(其中X/E 的每个元素称为一个E 类),R 是X/E 的横断面(即X/E 中每个E 类作为代表元的

集合).文献[9]最早引入了TX 的保持等价关系和横断面的子半群

TE(X,R)={f∈TX:∀x,y∈X,(x,y)∈E 蕴含(f(x),f(y))∈E 且f(R)⊆R}

刻画了它的正则元、格林等价关系L,R,H,D,J 和富足性.文献[3]赋予变换半群TE(X,R)的自然偏序

关系 ≤,即对 ∀f,g∈TE(X,R),f≤g 当且仅当f=kg=gh且f=kf,其中h,k∈TE(X,R).得

到了如下结论:

定理2[3] 设f,g∈TE(X,R),则f≤g 当且仅当下面条件同时成立:

􀃠π(g)加细π(f);
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􀃡 若g(x)∈f(X)(其中x ∈X),则f(x)=g(x);

􀃢 对于 ∀A ∈X/E,存在B ∈X/E,使得f(A)⊆g(B).
设h∈TE(X,R).若对任意f≤g,有

hf≤hg(fh≤gh)

则称h 为半群TE(X,R)的左(右)相容元.
左(右)相容元是自然偏序关系 ≤ 的重要特性.下述定理给出了半群TE(X,R)的左相容元和右相容

元的充分条件,即:

定理3[3] 设h∈TE(X,R),则下述命题成立:

􀃠 若h 是单射,则h 是半群TE(X,R)的左相容元;

􀃡 若h 既是满射又是正则元,则h 是半群TE(X,R)的右相容元.
为弥补文献[3]的不足,文献[10]刻画了变换半群TE(X,R)的左相容元,给出了左相容元的一个充

要条件,即:

定理4[10] 设h∈TE(X,R),则h是变换半群TE(X,R)的左相容元当且仅当下面两命题之一成立:

􀃠 若|E(h)|=1,则h是X 上的常值映射;或者对于所有E 类A,h|A 是单射,且对于任意不同的

B,C ∈X/E,有

h(B-R)∩h(C-R)=Ø

  􀃡 若|E(h)|>1,则E(h)=X/E,且对于所有的E 类A,h|A 都是单射或者对于所有的E 类A,

h|A 都是常值映射.
本文以变换半群TE(X,R)为研究对象,在赋予TE(X,R)自然偏序关系的条件下,继续刻画半群

TE(X,R)的右相容元,给出了右相容元的一个充要条件,从而彻底解决这类变换半群TE(X,R)的相

容性.
下面介绍本文中的概念和符号.令π(f)表示由f∈TX 确定的X 的分类,即

π(f)={f-1(y):y∈f(X)}

设f∈TE(X,R),记

E(f)={f-1(A):f-1(A)≠Ø,其中A ∈X/E}

显然E(f)也是X 的分类.设A,B是集合X 的两个子集族,若对 ∀A ∈A,存在B∈B,使得A ⊆B,

则称子集族 A加细子集族 B.设x ∈X,用x 表示x 所在的E 类.本文总是假设等价关系E ≠X×X
且E ≠ {(x,x):x ∈X}.

1 预备知识

引理1 设h∈TE(X,R).若h 是TE(X,R)的右相容元,则h(X)=R 或者h(X)=X.
证  首先证明R ⊆h(X).用反证法.若不然,即存在r∈R-h(X).定义f:X →X 为f=<r>,

其中<r>表示取值为r的常值映射.显然f∈TE(X,R)且f≤idX,其中idX 表示集合X 上的恒等映射.
注意到h 是右相容元,于是

fh≤idXh=h
进一步由定理2􀃢 知,对 ∀A ∈X/E,存在B ∈X/E,使得

fh(A)⊆h(B)

即

fh(A)={r}⊆h(B)

但是,由r∉h(X)知,不存在B ∈X/E,使fh(A)⊆h(B)成立,矛盾.因此R ⊆h(X).其次证明若
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h(X)≠R,则h(X)= X.同样也用反证法.若不然,则存在a∈X-h(X).显然a∉R.取定r∈a∩R.
定义f:X →X 为

f(x)=
r x∈R

a 否则{
显然f∈TE(X,R).容易验证f≤idX.由h 的右相容性知

fh≤idXh=h
注意到h(X)≠R,于是存在A ∈X/E,使

|h(A)|≥2
由f 的定义知fh(A)={r,a}.进一步由定理2􀃢 知,存在B ∈X/E,使得fh(A)⊆h(B),即

fh(A)={r,a}⊆h(B)

但是,由a∉h(X)知,不存在B ∈X/E,使fh(A)⊆h(B)成立,矛盾.因此h(X)=X.
根据引理1,有如下推论:

推论1 设h∈TE(X,R).若h 是TE(X,R)的右相容元,则h(R)=R.
证  显然h(R)⊆R.现在证明R⊆h(R).任取r∈R.由引理1知,存在x∈X,使得h(x)=r.下

面分2种情形讨论:

情形1 x ∈R.由r的任意性知R ⊆h(R),因此h(R)=R.
情形2 x ∉R.令r'∈x ∩R,则h(r')=r,这表明R ⊆h(R).因此h(R)=R.

故h(R)=R.
引理2[9] 设f∈TE(X,R),则f 是半群TE(X,R)的正则元当且仅当对 ∀A ∈X/E,存在B ∈

X/E,使得A ∩f(X)⊆f(B).
引理3[3] 设f是变换半群TE(X,R)的正则元,则对∀U∈E(f),存在E 类A⊆U,使得f(A)=

f(U).
进一步有如下结论:

引理4 设f∈TE(X,R),则f 是半群TE(X,R)的正则元当且仅当对 ∀U ∈E(f),存在E 类

A ⊆U,使得f(A)=f(U).
证  由引理3知必要性成立.
充分性  设A ∈X/E,分2种情形讨论:

情形1 若A ∩f(X)=Ø,则对 ∀B ∈X/E,有A ∩f(X)⊆f(B).
情形2 若A ∩f(X)≠Ø,则存在U ∈E(f),使得

A ∩f(X)=f(U)

于是存在B ∈X/E(B ⊆U),使得

f(U)=f(B)

因此

A ∩f(X)=f(B)

从而不管何种情形都有A ∩f(X)⊆f(B).根据引理2,f 是半群TE(X,R)的正则元.
设h∈TE(X,R)且A ∈X/E.若存在B ∈X/E,使得h(B)=A,则A 被h 作用下是E 满的.
由引理4知,若h 不是半群TE(X,R)的正则元,则存在E 类A 不是E 满的.记

λ=min{|A|:A ∈X/E 且A 被h 作用下不是E 满的}

  引理5 设X/E 是无限集.若h是变换半群TE(X,R)的右相容元但不是正则元,则对∀A∈X/E,

有|h(A)|≤λ-1,其中λ 如上定义.
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证  用反证法.若不然,设存在A* ∈X/E,使得|h(A*)|≥λ.令h(A*)⊆B* ∈X/E.设E
类A 被映射h作用下不是E 满的且|A|=λ.不妨设A= {a1,a2,…,aλ-1,r}(其中r∈R).现在证

明B* ≠A.若不然,即B* = A,则|h(A*)|=λ.于是h(A*)= B* = A.这表明A 被映射h作用

下是E 满的.这与A 被映射h作用下不是E 满的矛盾.因此B* ≠A.设h(A*)=B1
* ∪B2

* ∪ … ∪

Bλ
*,其中非空集合B1

*,B2
*,…,Bλ

* 两两不交,并且r* ∈Bλ
* ∩R.定义f:X →X 为

f(x)=

ai x∈Bi
*(1≤i≤λ-1)

r x∈Bλ
*

a1 x∈B* -h(A*)

x 否则

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

显然f∈TE(X,R).容易证明f≤idX.由h 是右相容元知fh≤idXh=h.但是,由h 的定义知

fh(A*)={a1,a2,…,aλ-1,r}=A
根据定理2􀃢,存在B ∈X/E,使得fh(A*)⊆h(B),即A ⊆h(B).显然h(B)⊆A,因此h(B)=A.
这与A 被映射h 作用下不是E 满的矛盾.故结论成立.

2 主要结论

定理5 设X/E 是有限集,则h是变换半群TE(X,R)的右相容元当且仅当h(X)=R 或者h是满射.
证  必要性  设h 是右相容元.由引理1知h(X)=R 或者h 是满射.
充分性  设f,g∈TE(X,R)且f≤g.下面分2种情形讨论:

情形1 h(X)=R.设gh(x)=gh(y),其中x,y∈X 且x ≠y.由定理2􀃠 和f ≤g 知fh(x)=

fh(y),这表明π(gh)加细π(fh),即fh,gh 满足定理2􀃠.设gh(x)∈fh(X),显然gh(x)∈f(X).
由定理2􀃡 和f≤g知fh(x)=gh(x),这表明fh,gh满足定理2􀃡.任取A ∈X/E.于是由定理2􀃢和

f≤g 知

fh(A)=f(r)=g(r')=gh(B)

其中h(A)={r},h(B)={r'},r,r'∈R 且B∈X/E.这表明fh,gh满足定理2􀃢.因此fh≤gh,即h
是右相容元.

情形2 若h是满射.由于X/E 是有限集,于是E(h)=X/E.由引理4知h是变换半群TE(X,R)的

正则元.根据定理3􀃡,h 是半群TE(X,R)的右相容元.
令

μ=max{|h(A)|:A ∈X/E}

显然μ ≤λ-1.
定理6 设X/E 是无限集且λ,μ如上定义,则h是变换半群TE(X,R)的右相容元当且仅当下述3个

命题之一成立:

􀃠h(X)=R;

􀃡h 是满射且h 是正则元;

􀃢h是满射,对∀A ∈X/E,有|h(A)|≤λ-1.并且,对于不同的a1,a2,…,at-1∈A ∈X/E(其

中2≤t≤μ)和r∈A ∩R,存在B ∈X/E,使得

{a1,a2,…,at-1,r}⊆h(B)

  证  必要性  设h是右相容元.由引理1知h(X)=R 或者h是满射.现在设h不是正则元.根据引

理5,对 ∀A ∈X/E,有

|h(A)|≤λ-1
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现在用反证法证明 􀃢 的剩余结论成立.若不然,即不存在B ∈X/E,使得

{a1,a2,…,at-1,r}⊆h(B)

令A* ∈X/E 满足|h(A*)|=μ.不妨设

h(A*)={b1,b2,…,bμ-1,r'}⊆B* ∈X/E
其中r'∈R.显然

{a1,a2,…,at-1,r}≠ {b1,b2,…,bμ-1,r'}

定义f:X →X 为

f(x)=

ai x=bi(1≤i≤t-1)

r x=r'

a1 x∈B* -h(A*)

x 否则

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

容易验证f∈TE(X,R)且f≤idX.于是fh≤idXh=h.由f 的定义知

fh(A*)={a1,a2,…,at-1,r}

但是不存在B ∈X/E,使得

{a1,a2,…,at-1,r}⊆h(B)

这与定理2􀃢 矛盾.因此必要性成立.
充分性  设f,g∈TE(X,R)且f≤g,分3种情形讨论:

情形1 h(X)=R.如定理5情形1所证.
情形2 h 是满射且h 是正则元.由定理3􀃡 知h 是半群TE(X,R)的右相容元.
情形3 设h满足 􀃢.显然fh,gh满足定理2􀃠,􀃡.下面验证fh,gh满足定理2􀃢.由f≤g 知,对

∀A ∈X/E,有

fh(A)⊆f(B)⊆g(C)

其中B,C ∈X/E 且h(A)⊆B.由|h(A)|≤λ-1知|fh(A)|≤λ-1.令

fh(A)={a1,a2,…,at-1,r}

其中r∈R,显然1≤t≤μ.下面讨论2种可能性:

(a)t=1.此时fh(A)={r}.注意到h 是满射,于是存在D ∈X/E,使得fh(A)⊆gh(D).
(b)t≥2.令c1,c2,…,ct-1∈C,r* ∈C∩R,满足ai=g(ci)且r=g(r*),其中i∈{1,2,…,

t-1}.由 􀃢 知存在D ∈X/E,使得

{c1,c2,…,ct-1,r*}⊆h(D)

进一步有fh(A)⊆gh(D).这表明fh,gh满足定理2􀃢.因此fh≤gh.故h是半群TE(X,R)的右

相容元.

参考文献:
[1] MITSCHH.ANaturalPartialOrderforSemigroups[J].ProceedingsoftheAmericanMathematicalSociety,1986,

97(3):384-388.
[2] SINGHAB.PartialOrdersonPartialBaer-LeviSemigroups[J].BulletinoftheAustralianMathematicalSociety,2010,

81(2):195-207.
[3] SUNL,DENGWN,PEIHS.NaturallyOrderedTransformationSemigroupsPreservinganEquivalenceandaCross-

Section[J].AlgebraColloquium,2011,18(3):523-532.
[4] PEIHS,DENG W N.NaturallyOrderedSemigroupsofPartialTransformationsPreservinganEquivalenceRelation

[J].CommunicationsinAlgebra,2013,41(9):3308-3324.

5第10期            李建华,等:一类变换半群的右相容元



[5] SUNL,WANGLM.NaturalPartialOrderinSemigroupsofTransformationswithInvariantSet[J].Bulletinofthe

AustralianMathematicalSociety,2013,87(1):94-107.

[6] SUNL,SUNJL.ANoteonNaturallyOrderedSemigroupsofTransformationswithInvariantSet[J].Bulletinofthe

AustralianMathematicalSociety,2015,91(2):264-267.

[7] 吴金艳,赵 平,游泰杰.半群OIn 的偏度秩 [J].西南大学学报(自然科学版),2015,37(10):67-71.

[8] 张传军,朱华伟,肖宏治.半群POn(k,m)的秩 [J].西南师范大学学报(自然科学版),2016,41(6):6-11.

[9] ARAUJOJ,KONIECZNYJ.SemigroupsofTransformationsPreservinganEquivalenceRelationandaCross-Section

[J].CommunicationsinAlgebra,2004,32(5):1917-1935.

[10]薛 琳,孙 垒.一类变换半群的左相容元 [J].信阳师范学院学报(自然科学版),2015,28(4):472-474.
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Abstract:LetTXbethefulltransformationsemigrouponanonemptysetX,Ebeanontrivialequivalence

relationonXandRbeacross-sectionofX/E,then

TE(X,R)={f∈TX:∀x,y∈X,(x,y)∈Eimplies(f(x),f(y))∈Eandf(R)⊆R}

isasubsemigroupofTX.Inthispapertheauthorsdescribealltherightcompatibleelementsinthetrans-

formationsemigroupTE(X,R)endowedwiththenaturalpartialorderandgiveanecessaryandsufficient

conditionfortheseelements.
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