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关于不定方程
x(x+1)(x+2)(x+3)=35(y+1)(y+2)(y+3)①
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西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:运用递归数列的方法,证明了不定方程x(x+1)(x+2)(x+3)=35y(y+1)(y+2)(y+3)仅有一组正整

数解(x,y)= (4,1).
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当(m,n)=1,m,n∈N+ 时,对于形如

mx(x+1)(x+2)(x+3)=ny(y+1)(y+2)(y+3)
的不定方程已有不少的研究工作(参见文献[1-8]).

本文将运用递归数列的方法证明:当(m,n)=(1,35)时,不定方程

x(x+1)(x+2)(x+3)=35y(y+1)(y+2)(y+3) (1)
仅有正整数解(x,y)=(4,1).我们先将方程(1)化为

(x2+3x+1)2-35(y2+3y+1)2=-34 (2)
易知方程X2-35Y2=-34的全部整数解由以下两个(非结合)类给出:

xn +yn 35=±(1+ 35)(6+ 35)n   n∈Z

xn +yn 35=±(-1+ 35)(6+ 35)n   n∈Z
其中1+ 35是X2-35Y2=-34的最小正整数解,6+ 35是Pell方程u2-35v2=1的基本解.于是方

程(2)的解应满足

(2y+3)2=±4yn +5 (3)
或

(2y+3)2=±4yn +5 (4)
容易验证下面各式成立:

un+1=12un -un-1   u0=1,u1=6 (5)

vn+1=12vn -vn-1   v0=0,v1=1 (6)

yn+1=12yn -yn-1   y0=1,y1=7 (7)

u2n =2u2
n -1   v2n =2unvn (8)

yn =un +vn (9)

un+2h ≡-un(moduh)   vn+2h ≡-vn(moduh) (10)
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yn+2h ≡-yn(moduh) (11)

  因为

yn =un -vn =u-n +v-n =y-n

所以只需考虑(3)式,其中n∈Z.
下面将证明(3)式仅当n=0,-1时成立,由此求得方程(2)的全部整数解,进而作为推论得到方程(1)

的全部正整数解.

1 (2y+3)2=-4yn +5
引理1 -4yn +5是平方数仅对n=0成立.
证  因为当|n|≥1时,-4yn+5<0,所以-4yn+5不可能是平方数.当n=0时,有-4yn+5=12.

2 (2y+3)2=4yn +5
引理2 若4yn +5为平方数,则必有n≡0,-1(mod60).
证  我们采用对序列{4yn +5}取模的方法来证明.
取mod5,排除n≡1,2(mod5),此时4yn +5≡3,2(mod5).
取mod31,排除n≡3(mod5),此时4yn +5≡24(mod31),剩余n=0,4(mod5).
取mod131,排除n≡4(mod10),此时4yn +5≡116(mod131),剩余n≡0,5,9(mod10).
取mod20021,排除n≡9(mod20),此时4yn +5≡20006(mod20021),剩余n≡0,5,10,15,

19(mod20),即n≡0,5,10,15,19,20,25,30,35,39,40,45,50,55,59(mod60).
取mod13,排除n≡1(mod3),即n≡10,19,25,40,55(mod60),此时4yn +5≡7(mod13).
取mod11,排除n≡2(mod6),即n≡20,50(mod60),此时4yn +5≡7(mod11).
取mod47,排除n≡3,9(mod12),即n≡15,39,45(mod60),此时4yn +5≡13,13,44(mod47).
取mod18481,排除n≡5(mod15),即n≡5,35(mod60),此时4yn +5≡7299(mod18481),剩

余n≡0,30,59(mod60).
下面用计算排除n≡30(mod60),令n=60k+30.若2|k,则n≡6(mod8),对序列 4yn +5{ } 取mod

71,排除n≡6(mod8),此时4yn +5≡28(mod71);若2⫮k,则n≡2(mod8),取mod71,排除n≡
2(mod8),此时4yn +5≡53(mod71).

引理3 设2‖n,n>0,则
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  证  由(6)式知,当n∈Z,n>0时,有u2n ≡1(mod2),un ≡1(mod5),3,5un ±4vn( ) =1.当

2‖n 时,有un ≡3(mod4),5un ±4vn ≡3(mod4),u2n ≡1(mod8),从而有:
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  若5|n,则5|vn,有
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  若5⫮n,则5⫮vn,有
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  引理4 设n≡0(mod20),则仅当n=0时,4yn +5是平方数.
  证  令n=2·k·5·2t(t≥1,2⫮k).对 5un ±4vn{ } 取mod11,所得的两个剩余序列周期均为6;

而对 2t{ } 取mod6,所得的剩余序列的周期为2.我们对k分两种情况讨论:

k≡1(mod4).当m ≡0(mod2)时,令m=2t;当m ≡1(mod2)时,令m=5·2t.此时总有

m ≡4(mod6),且n=2lm,l≡1(mod4).于是,由(9),(11)式及引理3,有

4yn +5≡4y2m +5≡4v2m +5(modu2m)
于是有
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矛盾.从而4yn +5是非平方数.
k≡-1(mod4).当m ≡1(mod2)时,令m=2t;当m ≡0(mod2)时,令m=5·2t.此时总

有m ≡2(mod6),且n=2lm,l≡-1(mod4).于是,由(9),(11)式及引理3,有

4yn +5≡-4y2m +5≡-4v2m +5(modu2m)
于是有
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矛盾.从而4yn +5是非平方数.
引理5 设4|n,n>0,则
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  证 由(5)式知,当n∈Z,n>0时,有u2n≡1(mod2),un≡1(mod5).当4n时,有un≡1(mod
4),u2n ≡1(mod8),5un ±116vn ≡2(mod3),从而有:
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  若5|n,则5|vn,有:
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  若5⫮n,则5⫮vn,有

u2
n +35v2

n

5un ±116vn

æ

è
ç

ö

ø
÷=
25u2

n -13456v2
n +875v2

n +13456v2
n

5un ±116vn

æ

è
ç

ö

ø
÷=

14331
5un ±116vn

æ

è
ç

ö

ø
÷=

3
5un ±16vn

æ

è
ç

ö

ø
÷

17
5un ±16vn

æ

è
ç

ö

ø
÷

281
5un ±16vn

æ

è
ç

ö

ø
÷=-

2
3

æ

è
ç

ö

ø
÷
5un ±116vn

281
æ

è
ç

ö

ø
÷=
5un ±116vn

281
æ

è
ç

ö

ø
÷

  引理6 设n≡-1(mod60),则仅当n=-1时,4yn +5是平方数.
  证  令n=-1+2·k·3·5·2t(t≥1,2⫮k).对 5un ±116vn{ } 取mod281,所得的两个剩余序列

周期均为140;而对 2t{ } 取mod140,所得的剩余序列的周期为12.
k≡1(mod4).当t≡0,1,2,5,6,11(mod12)时,令m=2t;当t≡8,9,10(mod12)时,令m=

3·2t;当t≡3,4,7(mod12)时,令m=3·5·2t.则当t(t≥2)≡0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11(mod12)
时,有

m ≡36,72,4,120,100,32,64,100,68,136,132,88(mod140)
对应地,有

5um -116vm ≡146,194,266,22,186,6,142,186,220,227,122,52(mod281)
  k≡-1(mod4).当t≡1,2,3,5,11(mod12)时,令m=2t;当t≡0,6,8,9(mod12)时,令m=
3·2t;当t≡4,7,10(mod12)时,令m=3·5·2t.则当t(t≥2)≡0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11(mod12)
时,有

m ≡108,72,4,8,100,32,52,100,68,136,100,88(mod140)
对应地,有

5um +116vm ≡6,220,227,122171,257,52,171,194,266,171,76(mod281)

  当t=1时,有m=2,5um -116vm =-1037,对任意m,均有 5um ∓116vm
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又由引理5,有
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矛盾.从而4yn +5是非平方数.

3 主要结果

根据前面的讨论,现在给出本文的主要结果:
定理1 不定方程x(x+1)(x+2)(x+3)=35y(y+1)(y+2)(y+3)仅有1组正整数解(x,y)=

(4,1).
证  由引理1有(2y+3)2=-4y0+5=1,因此y=-1,-2.由引理4有(2y+3)2=4y0+5=9,

因此y=0,-3.由引6有(2y+3)2=4y-1+5=25,因此y=1,-4.
易知方程(1)共有20组整数解,其中有16组平凡解使其两端都为0,即(0,0),(0,-1),(0,-2),

(0,-3),(-1,0),(-1,-1),(-1,-2),(-1,-3),(-2,0),(-2,-1),(-2,-2),(-2,-3),
(-3,0),(-3,-1),(-3,-2),(-3,-3).另外4组非平凡解,它们分别是(4,1),(-7,1),(4,-4),
(-7,-4).因此(x,y)=(4,1)是不定方程x(x+1)(x+2)(x+3)=35y(y+1)(y+2)(y+3)仅有

的一组正整数解.
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OntheDiophantineEquation
x(x+1)(x+2)(x+3)=35(y+1)(y+2)(y+3)

LIUHai-li, LUO Ming
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,withthemethodofrecurrencesequences,wehaveshownthatthediophantineequation
x(x+1)(x+2)(x+3)=35y(y+1)(y+2)(y+3)hastheonlypositiveintegersolution(x,y)= (4,1).
Keywords:diophantineequation;integersolution;recurrencesequence
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