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p-Lapacian方程关于Fuĉík谱
共振问题解的存在性①

宋树枝1,2, 唐春雷1

1. 西南大学 数学与统计学院,重庆400715;2. 重庆工商大学 数学与统计学院,重庆400067

摘要:当(a,b)∈ {λ1}×[λ1,+∞)或(a,b)∈ [λ1,+∞)×{λ1}时,在f 至多线性增长的情况下,运用环绕定

理证明了p-Laplacian方程

-Δpu=aup-1
+ -bup-1

- +f(x,u)-h(x) x∈Ω
u=0 x∈􀆟Ω{

至少存在1个弱解.
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考虑方程

-Δpu=aup-1
+ -bup-1

- +f(x,u)-h(x) x∈Ω
u=0 x∈􀆟Ω{ (1)

其中,1<p<N,Ω⊂RN 为有界区域,Δpu=div(|∇u|P-2∇u)为p-Laplacian算子,u±=max{u,0}.
本文主要考察方程(1)关于Fuĉík谱共振意义下弱解的存在性.算子-Δp 的Fuĉík谱Σp 是指由非线性特征

值问题

-Δpu=aup-1
+ -bup-1

- x∈Ω
u=0 x∈􀆟Ω{ (2)

的非平凡解构成的集合,即

Σp ={(a,b)∈R2:方程(2)有非平凡解}
相关性质可参见文献[1-2]及其参考文献.当a=b=λ∈R时,方程(2)即为算子-Δp 的特征值问题.
显然,(λ,λ)∈Σp 当且仅当λ是算子-Δp 的特征值.众所周知,-Δp 的第一特征值λ1 为正的、单的,

且具有正的特征向量φ1∈X ∩L∞(Ω)∩C1(Ω)满足∫Ω
φ

p
1dx=1.于是,Σp 包含2条平凡谱线{λ1}×R及

R×{λ1}.除此之外,文献[1]指出,{λ1}×R及R×{λ1}在Σp 中是孤立的,谱Σp 中包含一条Lipschitz连

续的谱线,被称为第一条非平凡谱线,并且该谱线在无穷远处以两条平凡谱线为渐近线.文献[1]中的第一

条非平凡谱线的具体构造如下:对s≥0,定义:

S={u∈X:∫Ω
|u|pdx=1} (3)
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Js(u)=∫Ω
|∇u|pdx-s∫Ω

up-1
+ dx   ∀u∈S

c(s)=inf
γ∈Γ0

max
t∈[0,1]

Js(γ(t)) (4)

其中

Γ0={γ∈C([0,1],S):γ(0)=φ1,γ(1)=-φ1} (5)
则c(s)是Js 的临界值,c(s)严格递减,c(s)>λ1 且c(0)=λ2(这里λ2 表示-Δp 的第二个特征值).相似

地,对s≥0,定义:

J􀮨s(u)=∫Ω
|∇u|pdx-s∫Ω

up-1
- dx   ∀u∈S

c􀮨(s)=inf
γ∈Γ0

max
t∈[0,1]

J􀮨s(γ(t)) (6)

则c􀮨(s)为J􀮨s 的临界值.注意,c(s)=c􀮨(s)(见文献[3]),则第一条非平凡谱线为

{(c(s)+s,c(s)):s≥0}∪ {(c(s),c(s)+s):s≥0}
第一条非平凡谱线的结构在本文结论的证明中起到了关键性的作用.具体结论如下.

定理1 假设(a,b)∈ {λ1}×[λ1,+∞)且f∈C (Ω×R,R),h∈Lq(Ω)1
p +

1
q =1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,满足:

(f1)|f(x,t)|≤k1(x)∈Lq(Ω),对所有t>0成立;

(f2)0<lim
t→-∞

f(x,t)
|t|p-2t=b1 <c(b)-λ1,其中c(b)=c􀮨(b)为(6)式定义的正数;

(f3)∫Ω
h(x)φ1dx <∫Ω

f+∞(x)φ1dx,其中f+∞(x)=lim
t→+∞

f(x,t).

则方程(1)至少存在1个弱解.
注1 我们首先强调,当(a,b)∈ {λ1}×[λ1,+∞)时,在条件(f1),(f2)下,方程(1)关于Fuĉík谱

共振.事实上,令

f􀮨(x,t)=λ1tp-1
+ -btp-1

- +f(x,t)
则:

lim
t→+∞

f􀮨(x,t)
|t|p-2t=λ1   lim

t→-∞

f􀮨(x,t)
|t|p-2t=b+b1

这说明方程(2)在谱点(λ1,b+b1)处共振.针对此共振问题,我们要求非线性项f 在相应的特征空间

span{φ1}上满足Landesman-Lazer类型的条件(f3).其次,条件(f2)表明:当t→-∞时,f是渐近线性的.
具有Dirichlet边界的p-Laplacian方程关于谱线{λ1}×R及R×{λ1}共振的结果可参见文献[3-6].值得

注意的是,在这些文献中,非线性项f 均满足下面的增长性条件:

lim
|t|→∞

f(x,t)
tp-1 =0   a.e.x∈Ω (7)

即f 至多为次线性增长.显然,定理1对非线性项f的限制更弱.例如,令h(x)=c<
π
2
,M >0为常

数,及

f(t)=

arctan(t) t≥0

-Mp-1tsin
b1
t t∈ [-M,0)

‖t|psin
b1
t t≤-M

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

则f 满足定理1的条件但不满足条件(7).

本文中,令X=W1,p
0 (Ω),‖u‖=∫Ω

|∇u|pdx( )
1
p

为相应的范数,‖.‖Lr 表示通常的Lr(Ω)上的
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范数,c∈R表示常数,φ1 >0表示第一特征向量且 ‖φ1‖Lp =1.定义泛函I(λ1,b)
:X →R为

I(λ1,b)
(u)=

1
p
‖u‖p -

λ1
p
‖u+ ‖p

Lp -
b
p
‖u- ‖p

Lp -∫Ω
F(x,u)dx+∫Ω

hudx

这里

F(x,t)=∫0

t

f(x,s)ds

显然,泛函I(λ1,b)∈C1(X,R).根据标准的变分法的理论,方程(1)的弱解为泛函I(λ1,b)
的临界点.注意Ω

是RN 中的有界区域,由Sobolev嵌入定理可知,存在常数C >0,使得

‖u‖Lr ≤C‖u‖   ∀u∈X (8)
接下来,为了运用临界点理论证明定理1,我们首先验证(PS)条件成立.

引理1 假设f 满足条件(f1)-(f3),则泛函I(λ1,b)
满足(PS)条件.

证  设{un}⊂X 为(PS)序列,即当n→∞时,|I(λ1
,b)
(un)|≤c,且I'(λ1,b)

(un)→0.因为f 至多

为线性增长,所以我们只需证明{un}在X 中有界即可.由反证法,不妨假设当n→∞时,‖un‖→∞.令

vn =
un

‖un‖
,则{vn}在X 中有界,从而存在v∈X,使得:

vn⇀v x∈X
vn →v x∈Lp(Ω)

vn →v a.e.x∈Ω

ì

î

í

ï
ï

ïï

(9)

并且,存在一个函数Z ∈Lp(Ω)满足Z(x)≥0(a.e.x ∈Ω),使得|vn(x)|≤Z(x)(a.e.x ∈Ω).对
∀ϕ∈X,有

<I'(λ1,b)
(un)

‖un‖p-1
,ϕ>=∫Ω

|∇vn|p-2∇vn·∇ϕdx-λ1∫Ω
(vn)p-1

+ ϕdx+b∫Ω
(vn)p-1

- ϕdx-

∫Ω

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx+∫Ω

h(x)ϕ
‖un‖p-1dx→0   n→ ∞ (10)

下面逐个讨论(10)式中的项.首先,由(9)式可知:

lim
n→∞∫Ω

(vn)p-1
+ ϕdx=∫Ω

vp-1
+ ϕdx

lim
n→∞∫Ω

(vn)p-1
- ϕdx=∫Ω

vp-1
- ϕdx

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

   ∀ϕ∈X (11)

对h∈Lq(Ω),有

lim
n→∞

1
‖un‖p-1∫Ω

h(x)ϕdx=0   ∀ϕ∈X (12)

下面证明

lim
n→∞∫Ω

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx=-∫Ω

b1vp-1
- ϕdx   ∀ϕ∈X (13)

令:

Ω+={x∈Ω:v(x)>0}

Ω-={x∈Ω:v(x)<0}

Ω0={x∈Ω:v(x)=0}
由(9)式,当n→ ∞ 时,un(x)=‖un‖vn(x)→+∞(或-∞)对x∈Ω+ (或Ω-)几乎处处成立.因此,
条件(f1)表明

lim
n→∞∫Ω+

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx ≤lim

n→∞

1
‖un‖p-1∫Ω+

|f(x,un)ϕ|dx≤

lim
n→∞

1
‖un‖p-1∫Ω+

k1(x)|ϕ|dx=0   ∀ϕ∈X (14)
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由条件(f2)知,存在M >0,使得当t<-M 时,f(x,t)
tp-1 <b1+1.于是,运用Lebesgue控制收敛定理

可知,对 ∀ϕ∈X,有

lim
n→∞∫Ω-

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx=lim

n→∞∫Ω-

f(x,un)
up-1

n

vp-1
n ϕdx=-∫Ω-

b1vp-1
- ϕdx (15)

当x ∈Ω0 时,vn(x)→0几乎处处成立,且

∫Ω0

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx=∫{Ω0:un<-M}

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx+

∫{Ω0:-M≤un≤M}

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx+∫{Ω0:un>M}

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx

类似(14),(15)式可证

lim
n→∞∫Ω0

f(x,un)ϕ
‖un‖p-1dx=0   ∀ϕ∈X

综上可知(13)式成立.
将(11),(12)及(13)式代入(10)式,得

lim
n→∞∫Ω

|∇vn|p-2∇vn·∇ϕdx-λ1∫Ω
vp-1

+ ϕdx+(b+b1)∫Ω
vp-1

- ϕdx=0   ∀ϕ∈X (16)

取ϕ=vn -v,(16)式变为

lim
n→∞∫Ω

|∇vn|p-2∇vn·(∇vn -∇v )dx=0

于是,运用Hölder􀆳s不等式得

0=lim
n→∞∫Ω

(|∇vn|p-2∇vn -|∇v|p-2∇v )·(∇vn -∇v )dx≥

lim
n→∞
(‖vn‖p-1-‖v‖p-1)(‖vn‖-‖v‖)≥0

这表明

‖v‖=lim
n→∞

‖vn‖=1

又根据空间X 的一致凸性得:vn →v 在X 中强收敛,从而(16)式可表示为

∫Ω
|∇v|p-2∇v·∇ϕdx=λ1∫Ω

vp-1
+ ϕdx-(b+b1)∫Ω

vp-1
- ϕdx=0   ∀ϕ∈X (17)

(17)式蕴含事实:v∈X 是-Δpu=λ1up-1
+ -(b+b1)up-1

- 的非平凡解,故v=span{ϕ1}.令v=t0φ1,t0
为常数.我们断言t0 >0.若t0 <0,则v=-v- 且v+=0,(17)式可改写为

∫Ω
|∇v-|p-2∇v-·∇ϕdx=(b+b1)∫Ω

vp-1
- ϕdx   ∀ϕ∈X

这暗示b+b1 为-Δpu=λ|u|p-2u的非平凡解,且-v-=t0φ1 为相应的特征向量,与b+b1>λ1 矛盾.
因此,t0 >0,v=v+,v-=0.于是,当n→ ∞ 时,un(x)=vn(x)‖un‖ →+∞,这使得

lim
n→∞

f(x,un)vndx=f+∞(x)v(x) (18)

且

lim
n→∞

F(x,un(x))
‖un‖ =lim

n→∞
vn(x)

1
un(x)∫

un(x)

0
f(x,s)ds=f+∞(x)v(x) (19)

其中第二个极限可由L􀆳Hospitial法则得到.联合(18),(19)式,v=t0ϕ1 >0及

0=lim
n→∞

<I'(λ1,b)
(un),un>-pI(un)

‖un‖ =

lim
n→∞∫Ω

pF(x,un)
‖un‖

dx-∫Ω
f(x,un)vndx-(p-1)∫Ω

h(x)vndx
æ

è
ç

ö

ø
÷

可知
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∫Ω
f+∞(x)φ1dx=∫Ω

h(x)φ1dx

这与条件(f3)矛盾.
接下来,我们考察泛函I(λ1,b)

的几何性质.
引理2 假设条件(f1)-(f3)成立,则存在常数Tb >0,使得

max{I(λ1,b)
(Tbφ1),I(λ1,b)

(-Tbφ1)}<inf
E􀮨b

I(λ1,b)
(20)

其中

E􀮨b ={u∈X:‖u‖p -b‖u- ‖p
Lp ≥c(b)‖u‖p

Lp}

  证  此证明分3步完成.
第一步,验证inf

E􀮨b
I(λ1,b)>-∞.根据条件(f1)和(f2),存在常数Cε >0,使得

|F(x,t)|≤
b1+ε

p
tp +Cε|t|   ∀(x,t)∈Ω×R (21)

对 ∀w ∈E􀮨b,由(8),(21)式及Hölder不等式得

I(λ1,b)
(w)=

1
p∫Ω

|∇w|pdx-
λ1
p∫Ω

|w+|pdx-
b
p∫Ω

|w-|pdx-∫Ω
F(x,w)dx+∫Ω

h(x)wdx≥

1
p
(c(b)-λ1)‖w‖p

Lp +
λ1
p∫Ω

wp
-dx-∫Ω

F(x,w)dx+∫Ω
h(x)wdx≥

1
p
[c(b)-(λ1+b1+ε)]‖w‖p

Lp +
λ1
p∫Ω

|w-|pdx-(‖h‖Lp +Cε|Ω|
1
q)‖w‖Lp ≥

1
p
[c(b)-(λ1+b1+ε)]‖w‖p

Lp - ‖h‖Lp +Cε|Ω|
1
q( ) ‖w‖Lp

注意b1 <c(b)-λ1(见条件(f2)),取ε<
1
2
[c(b)-(λ1+b1)],则

I(λ1,b)
(w)≥

1
2p
[c(b)-(λ1+b1)]‖w‖p

Lp - ‖h‖Lp +Dε|Ω|
1
q( ) ‖w‖Lp

对t≥0,令

g(t)=Atp -Bt
其中:

A=
1
2p
[c(b)-(λ1+b1)]>0   B= ‖h‖Lp +Dε|Ω|

1
q( ) >0

不难发现

gmin(t)=A B
pA
æ

è
ç

ö

ø
÷

p
p-1

-B B
pA
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
p-1

>-∞

即

inf
E􀮨b

I(λ1,b)>-∞

  第二步,用反证法证明,当t→+∞ 时,I(λ1,b)
(tφ1)→-∞.设存在序列{tn}∈R(使得当n→ ∞ 时

tn →+∞)及常数c,满足

liminf
n→∞

I(λ1,b)
(tnφ1)≥c

则

liminf
n→∞

I(λ1,b)
(tnφ1)

tn
≥0 (22)

注意
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lim
n→∞

F(x,tnφ1)
tnφ1

=lim
n→∞

∫
tnφ1

0
f(x,s)ds

tnφ1
=f+∞(x)φ1

因此,由条件(f3)及Fatou引理得

limsup
n→∞

I(λ1,b)
(tnφ1)

tn
=-liminf

n→∞∫Ω

F(x,tnφ1)
tn

+∫Ω
hφ1dx≤

-∫Ω
liminf

n→∞

F(x,tnφ1)
tnφ1

φ1+∫Ω
hφ1dx=

-∫Ω
f+∞(x)φ1dx+∫Ω

hφ1dx<0

与(22)式矛盾.从而,lim
t→+∞

I(λ1,b)
(tφ1)=-∞ 成立.

第三步,验证lim
t→-∞

I(λ1,b)
(tφ1)=-∞.由条件(f2)知,对 ∀ε∈ (0,b1),存在常数Dε >0,使得

F(x,t)≥
b1-ε

p |t|p -Dε|t|

对t≤0及x ∈Ω 几乎处处成立.因此,结合Hölder不等式可知,当t→-∞ 时,有

I(λ1,b)
(tφ1)=(λ1-b)|t|p

p -∫Ω
F(x,tφ1)dx+t∫Ω

h(x)φ1dx≤

(λ1-b-b1+ε)|t|p

p -t(‖h‖Lq +Dε|Ω|
1
q) (23)

注意到λ1-b-b1+ε<0,这是因为(λ1,b)∈ {λ1}×[λ1,+∞)且ε∈ (0,b1).因此,(23)式表明

lim
t→-∞

I(λ1,b)
(tφ1)=-∞ 成立.

上述事实说明存在足够大的常数Tb >0,使得(20)式成立.
令:

Q=[-Tbφ1,Tbφ1]   􀆟Q={-Tbφ1,Tbφ1}
和

Γb ={γ∈C([0,1],X):γ(0)=Tbφ1,γ(1)=-Tbφ1} (24)
其中Tb 为引理2中给定的常数.于是,下面的环绕结构成立:

引理3 假设b≥λ1 并且条件(f1)-(f3)成立,则(Q,􀆟Q)与E􀮨b 环绕.

证  只需验证γ([-1,1])∩E􀮨b ≠Ø(∀γ∈Γb)(Γb 的定义见(24)式即可,这是因为􀆟Q∩E􀮨b=Ø

显然成立).若0∈γ([-1,1]),则0∈E􀮨b,结论成立.下面假设0∉γ([-1,1]).令π为S(S 的定义见

(3)式)上的径向投影,即

π(u)=
u

‖u‖Lp
   ∀u≠0

因为

(π􀳱γ)(-1)=π(γ(-1))=π(-Tbφ1)=-φ1

且

(π􀳱γ)(1)=π(γ(1))=π(Tbφ1)=φ1

所以π􀳱γ∈Γ0(Γ0 的定义见(5)式).根据(6)式及c(b)=c􀮨(b)知,存在t0 ∈ [-1,1],使得

Jb(π􀳱γ(t0))≥c(b)
记

u0=γ(t0)
则

‖∇u0‖p -b‖u0-‖p
Lp ≥c(b)‖u0‖p

Lp

即u0 ∈E􀮨b.于是,由γ 的任意性可知结论成立.
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定理1的证明  根据引理1、引理2和引理3,并运用经典的环绕定理(见文献[7]的定理8.4)可得

I(λ1,b)
存在临界点,且对应的临界值为

c(λ1,b)=inf
γ∈Γb

max
t∈[0,1]

I(λ1,b)
(γ(t))

因此,方程(1)至少有1个弱解.
最后,类似定理1的证明过程,可得到如下的对称性的结论:
定理2 假设(a,b)∈ [λ1,+∞)×{λ1},h∈Lq(Ω),f∈C (Ω×R,R),满足:
(f4)|f(x,t)|≤k2(x)∈Lq(Ω)对所有t<0成立;

(f5)0<lim
t→+∞

f(x,t)
|t|p-2t=b2 <c(a)-λ1,其中c(a)是由(4)式所定义的正数;

(f6)∫Ω
h(x)φ1dx >∫Ω

f-∞(x)φ1dx,其中f-∞(x)=lim
t→-∞

f(x,t).

则方程(1)至少存在1个弱解.
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ExistenceofSolutionsforResonancewithRespect
toFuĉíkforp-LaplcianEquation
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1.SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China;
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Abstract:When(a,b)∈{λ1}×[λ1,+∞)or(a,b)∈[λ1,+∞)×{λ1},fhasatmostlineargrowth,
theexistenceofsolutionsisobtainedbyapplyingthelinktheoremforthep-Laplacianequation

-Δpu=aup-1
+ -bup-1

- +f(x,u)-h(x) x∈Ω
u=0 x∈􀆟Ω{

Keywords:Landesman-Lazercondition;resonance;Fuĉíkspectrum;link
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