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多线性奇异积分算子在加权 Morrey-Herz
空间上的有界性①
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摘要:利用函数分层分解方法和Ap 权不等式等工具,证明了多线性奇异积分算子在加权 Morrey-Herz空间上的

有界性.
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设Ω∈Lr(Sn-1)(r≥1)是零阶齐次函数,其中Sn-1 是Rn 中的单位球面.令A 是Rn 上的函数,并满

足DαA ∈BMO(Rn)(|α|=m).多线性奇异积分算子TA 定义为

TA =p.v.∫Rn

Ω(x-y)
|x-y|m+nRm+1(A;x,y)f(y)dy (1)

其中Rm+1(A;x,y)表示函数A 在x 处关于y 的m+1阶Taylor级数余项,即

Rm+1(A;x,y)=A(x)- ∑
|α|<m+1

1
α! DαA(y)(x-y)α

相应地,TA 的极大函数定义为

MAf(x)=sup
ε>0

1
εm+n∫|x-y|<ε

|Ω(x-y)Rm+1(A;x,y)f(y)|dy (2)

当Ω∈Lip1 且满足一阶消失矩时,文献[1-2]得到了TA 的Lp 有界性.文献[3]将Lp 有界性的条件推广

到了Ω∈∪
q>1

Lq(Sn-1).随后,文献[4-5]在Ω满足一定的尺寸条件下证明了TA 的Lp 有界性结果.有关TA

的加权有界性和端点估计参见文献[6-10].本文的主要目的是建立TA 在Morrey-Herz空间上的加权有界

性.首先回顾加权 Morrey-Herz空间的定义:
设ω(x)为非负可测函数.用Lp(ω)表示Rn 上的加权Lebesgue空间,定义为

Lp(ω)= f:‖f‖Lp(ω)=∫Rn
|f(x)|pω(x)dx( )

1
p

< ∞{ }
记k∈Z,Bk= {x∈Rn:|x|≤2k},Dk=Bk-Bk-1,用Xk=XDk 表示集合Dk 的特征函数.设α∈Rn,

λ≥0,0<p,q≤ ∞,ω1 和ω2 是非负可测函数,则加权齐次Morrey-Herz空间MKα,λ
p,q(ω1,ω2)定义为

MKα,λ
p,q(ω1,ω2)= f∈Lq

loc Rn\{0},ω2( ) :‖f‖MKα,λ
p,q(ω1,ω2)< ∞{ }

其中
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‖f‖MKα,λ
p,q(ω1,ω2)=supk0∈Z

ω1 Bk0
( )

-
λ
n ∑

k0

k= -∞
ω1 Bk( )

αp
n‖fXk‖p

Lq(ω2)( )
1
p

当p=∞ 或q=∞ 时取通常的极限形式.
通常的齐次Morrey-Herz空间MKα,λ

p,q Rn( ) (ω1=ω2=1)是由文献[11]引入的,有关该类空间上算子有

界性的结果参见文献[12-14].
设Ω 为零次齐次函数,Ω ∈Lr Sn-1( ) ,r≥1,称

ωr(δ)=sup|ρ|≤δ∫Sn-1
|Ω(ρx)-Ω(x)|rdx( )

1
r

为Ω 的Lr 连续模[15],其中sup取自球面Sn-1上的所有旋转ρ,|ρ|表示ρ与恒等旋转间的距离.称Ω 满足

Lr-Dini条件是指

∫
1

0

ωr(δ)
δ dδ< ∞ (3)

  设f 为一局部可积函数,对任意球B ⊂Rn,记fB =
1

|B|∫B
f(x)dx,BMO空间定义为

BMO Rn( ) = f∈L1
locRn:‖f‖BMO=sup

B

1
|B|∫B

f(x)-fB dx< ∞{ }
用Ap 表示 Muckenhoupt权类[15],本文的主要结果如下:

定理1 设零阶齐次函数Ω ∈Lr Sn-1( ) (r≥1)满足(3)式和

∫Sn-1
xαΩ(x)dx=0   |α|=m

A 是Rn 上的函数,满足DαA∈BMO(Rn)(|α|=m),TA 由(1)式定义.如果1<q<∞,0<p≤∞,

λ>0,及

λ
δ -

n
q <α<δλ+n1-

1
q -

n-1
nr

æ

è
ç

ö

ø
÷

其中δ 由下面引理3所给定,那么,当ω1,ω2 ∈A1,q'<r≤ ∞ 时,算子TA 在加权 Morrey-Herz空间

MKα,λ
p,q(ω1,ω2)上是有界的.

全文中,p'表示p≥1的共轭指标,即1
p +

1
p'=1.C 表示与主要参数无关的常数,其值在不同的地方

不尽相同.
引理1[16] 设Rn 上的函数A(x)的m 阶偏微商属于Lr(Rn)(r≥1),则

Rm+1(A;x,y)≤C|x-y|m∑
|α|=m

1
|Iy

x|∫Iy
x

|DαA(z)|rdzæ

è
ç

ö

ø
÷

1
r

其中Iy
x 是以x 为中心,以2n|x-y|为边长,且边平行于坐标轴的方体.

引理2[6] 设1<q< ∞,Ω∈Lr Sn-1( ) ,q'<r≤ ∞,则由(1)式定义的算子TA 在Lq(ω)上有界.
引理3[17] 设ω∈A1,Bk = x∈Rn:|x|≤2k{ },k∈Z,则存在常数C>0及0<δ<1,使得

ω(Bk)
ω(Bj)

≤
C2(k-j)nδ k≤j
C2(k-j)n k>j{

  定理1的证明

  对任意的f∈MKα,λ
p,q
(ω1,ω2),记

f(x)=∑
∞

j= -∞
f(x)Xj(x)≡ ∑

∞

j= -∞
fj(x)

则有

‖TAf‖MK
·α,λ
p,q(ω1,ω2)=supk0∈R

ω1 Bk0
( )[ ]

-
λ
n ∑

k0

k= -∞
ω1 Bk( )[ ]

αp
n‖TAfXk‖p

Lq(ω2)( )
1
p
≤
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Csup
k0∈R

ω1 Bk0
( )[ ]

-
λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k-3

j= -∞
‖(TAfj)χk‖Lq(ω2)( )

p
( )

1
p
+

Csup
k0∈R

ω1 Bk0
( )[ ]

-
λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k+2

j=k-2
‖ TAfj( )χk‖Lq(ω2)( )

p
( )

1
p
+

Csup
k0∈R

ω1 Bk0
( )[ ]

-
λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

∞

j=k+3
‖ TAfj( )χk‖Lq(ω2)( )

p
( )

1
p
=

E1+E2+E3

首先估计E2.由引理2可知

E2 ≤Csup
k0∈R

ω1(Bk0
)[ ]

-
λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n ∑

k+2

j=k-2
‖fjχk‖Lq(ω2

)( )
p

( )
1
p
≤

Csup
k0∈R

ω1(Bk0
)[ ]

-
λ
n ∑

k0

k= -∞

[ω1(Bk)]
αp
n‖fk‖p

Lq(ω2)( )
1
p
≤

C‖f‖MK
·α,λ
p,q(ω1,ω2)

下面估计E1.注意到

‖(TAfj)Xk‖Lq(ω2)≤C1‖(MAfj)Xk‖Lq(ω2
)≤C2‖(TAfj)Xk‖Lq(ω2

)

分两种情况来分别讨论:
情况1 m=0.
这时Rm+1(A;x,y)=A(x)-A(y).用aj 表示A 在Bj 上的平均值.注意到k≥j+3,由BMO(Rn)

函数的性质可得

‖(TAfj)XkLq(ω2
)‖ ≤C‖(MAfj)Xk‖Lq(ω2

)≤

C2-kn∫Ak∫Aj

Ω(x-y) A(x)-A(y) fj(y)dy( )
q
ω2(x)dx( )

1
q

≤

C2-kn∫Ak∫Aj

Ω(x-y) A(x)-aj fj(y)dy( )
q
ω2(x)dx( )

1
q

+

C2-kn∫Ak∫Aj

Ω(x-y) A(y)-aj fj(y)dy( )
q
ω2(x)dx( )

1
q

≡

F1+F2

先估计F1.利用Hölder不等式得

F1 ≤C2-kn∫Ak

|A(x)-aj|q∫Aj

|Ω(x-y)||fj(y)|dy( )
q
ω2(x)dx( )

1
q

≤

C2-kn∫Ak

|A(x)-aj|q∫Aj

Ω(x-y)q'dy( )
1
q'

‖fj‖Lq(Rn)( )
q
ω2(x)dx( )

1
q

≤

C2-kn∫Ak

|A(x)-aj|q∫Aj

Ω(x-y)rdy( )
1
r

∫Aj
( )

1
s

‖fj‖Lq(Rn)( )
q
ω2(x)dx( )

1
q

≤

C2-kn2
jn
s‖fj‖Lq(Rn)∫Ak

|A(x)-aj|
q∫x+Bj

|Ω(y)|rdy( )
q
r

ω2(x)dx( )
1
q

≤

C2-kn2
jn
s‖fj‖Lq(Rn)∫Ak

|A(x)-aj|q∫
|x|+2j

|x|-2j
vn-1dv∫Sn-1

|Ω(y')|rdy'( )
q
r

ω2(x)dx( )
1
q

≤

C‖A‖BMO(Rn)‖Ω‖Lr(Sn-1)‖2-kn2
jn
s2

j+kn-k
r (k-j)‖fj‖Lq(Rn) ω2(x)[ ]

1
q
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其中1
q +

1
q'=1,

1
q'=

1
r +

1
s.由引理3,得

‖fj‖Lq(Rn) ω2(x)[ ]
1
q ≤C‖fj‖Lq(Rn) ω2(x)[ ]

1
q ω2(Bk)

ω2(Bj)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1
q

≤

C2
(k-j)n

q ‖fj‖Lq(Rn) ω2(x)[ ]
1
q ≤

C2
(k-j)n

q ‖fj‖Lq(Rn) |Bj|essinf
y∈Bj

ω2(y)[ ]
1
q ≤

C2
kn
q‖fj‖Lq(ω2

)

因此

F1 ≤C(k-j)‖A‖BMO(Rn)‖Ω‖Lr(Sn-1)‖2
n(j-k)1-

1
q-

n-1
nr( ) ‖fj‖Lq(ω2

)

类似地,我们有

F2 ≤C(k-j)‖A‖BMO(Rn)‖Ω‖Lr(Sn-1)‖2
n(j-k)1-

1
q-

n-1
nr( ) ‖fj‖Lq(ω2

)

所以

‖(TAfj)Xk‖Lq(ω2
)≤C‖A‖BMO(Rn)‖Ω‖Lr(Sn-1)‖2

n(j-k)1-
1
q-

n-1
nr( ) ‖fj‖Lq(ω2

)

  情况2 m ≥1.
  设

A(x)=A(x)-∑
|α|=m

1
α! mBj

DαA( )xα

其中,mBj
(g)表示g 在Bj 上的平均值.易知

Rm+1(A;x,y)=Rm+1 A;x,y( )

注意到,当k≥j+3,x ∈Ak,y∈Aj 时,|x-y|≈2k.由于

Rm+1(A;x,y)=Rm+1(A;x,y)=Rm(A;x,y)-∑
|α|=m

1
α! A(y)(x-y)α

所以

|Rm+1(A;x,y)|≤|Rm(A;x,y)|+∑
|α|=m

1
α! A(y)|x-y|m

由引理1得

|Rm(A;x,y)|≤C|x-y|m∑
|α|=m

1
|Iy

x|∫Iy
x

|DαA(Z)-mBj
(DαA)|sdzæ

è
ç

ö

ø
÷

1
s

注意到,Iy
x ⊂2nBk+1,所以

|Rm(A;x,y)|≤C|x-y|m(k-j)∑
|α|=m

‖DαA‖BMO(R)n

因此

‖(TAfj)Xk‖Lq(ω2
)≤2-k(m+n)∫Ak∫Aj

|Ω(x-y)||Rm(A;x,y)||fj(y)|dy( )
q
ω2(x)dx( )

1
q

+

C∑
|α|=m

2-kn∫Ak∫Aj

|Ω(x-y)||DαA(Z)-mBj
(DαA)||fj(y)|dy( )

q
ω2(x)dx( )

1
q

≡

G1+G2
于是,类似于F1 的估计方法,有

G1,G2 ≤C(k-j)∑
|α|=m

‖DαA‖BMO‖Ω‖Lr(Sn-1)2
n(j-k)1-

1
q-

n-1
nr( ) ‖fj‖Lq(ω2

)
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因此

‖(TAfj)Xk‖Lq(ω2
)≤C(k-j)∑

|α|=m
‖DαA‖BMO‖Ω‖Lr(Sn-1)2
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)

于是,有

E1 ≤C∑
|α|=m

‖DαA‖BMO(Rn)
‖Ω‖Lr(Sn-1)sup

k0∈R
ω1(Bk0
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1
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)( )
p

( )
1
p

注意到

ω1(Bj)[ ]
α
n‖fj‖Lq(ω2

)=(ω1(Bj)[ ]
αp
n‖fj‖p

Lq(ω2
))

1
p
≤

∑
j

l= -∞
ω1(Bj)[ ]

αp
n‖fl‖p

Lq(ω2
)( )

1
p

因此

E1 ≤C∑
|α|=m

‖DαA‖BMO(Rn)
‖Ω‖Lr(Sn-1)sup

k0∈R
ω1(Bk0

)[ ]
-

λ
n ×

∑
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∑
k-3
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2(k-j)α-n 1-

1
q-

n-1
nr( )( ) (k-j)ω1(Bj)[ ]

λ
n( )

p
( )

1
p
‖f‖MK

·α,λ
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CJ∑
|α|=m
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注意到α<n1-
1
q -
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æ

è
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ö

ø
÷+δλ,λ>0,有
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1
p

≤

Csup
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∑
k0
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1
p

≤Csup
k0∈R
∑
k0

k= -∞
2
(k-k0)δλp( )

1
p
≤C

因此

E1 ≤C∑
|α|=m

‖DαA‖BMO(Rn)
‖Ω‖Lr(Sn-1)‖f‖MK

·α,λ
p,q(ω1,ω2)

最后,我们估计E3.同估计E1 的方法一样,可以得到

E3 ≤C∑
|α|=m

‖DαA‖BMO(Rn)
‖Ω‖Lr(Sn-1)‖f‖MK

·α,λ
p,q(ω1,ω2)

综上所述,定理1证毕.
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BoundednessoftheMultilinearSingularIntegral
OperatorsontheWeightedMorrey-HerzSpaces

LI Rui, TAOShuang-ping
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Abstract:Inthispaper,byusingfunctiondecompositionsandtheinequalitiesofApweights,thebounded-
nessofthemultilinearsingularintegraloperatorsisestablishedonweightedMorrey-Herzspaces.
Keywords:multilinearsingularintegraloperator;Morrey-Herzspace;Apweight
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