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拟常曲率空间中具有平行平均
曲率向量的伪脐子流形①
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摘要:主要研究了拟常曲率空间中具有平行平均曲率向量的伪脐子流形的一些性质,运用常曲率空间中研究极小

子流形Simons的方法,估算了子流形的第二基本形式模长的平方的Laplacian,并且通过一些条件的限制,得到了

这类子流形关于第二基本形式模长的平方及截面曲率和Ricci曲率的若干Pinching定理.
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关于常曲率空间中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形,文献[1-4]已得出了相关结论并给出

了相应证明.文献[5]讨论了一类新的空间,称之为拟常曲率空间,其黎曼曲率张量满足

KABCD =a(gACgBD -gADgBC)+b(gACλBλD +gBDλAλC -gADλBλC -gBCλAλD)

其中∑
A
gABλAλB =1,a,b是Nn+p 上的光滑函数.本文把外围空间从常曲率空间推广到拟常曲率空间,得到

了以下结论:
定理1 设Mn 是拟常曲率空间Nn+p(p≥2)中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形,若Mn 的第

二基本形式模长的平方σ满足下列条件之一:

􀃠σ≤
n

2p-3
[(p-1)a+(3p-4)H2]+

(n+1)(p-1)
2(2p-3)

b-
(3n+1)(p-1)
2(2p-3) |b|;

􀃡σ≤
n

n+1
[a+(n+2)H2]+

1
2b-

(3n+1)
2(n+1)|

b|;

􀃢σ≤
2n(a+H2)+(n+1)b-(3n+1)|b|

2+sgn(p-1)
.

则Mn 是Nn+p 的全脐子流形.
定理2 设Mn 是拟常曲率空间Nn+p(p≥2)中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形,Mn 上每点

的Ricci曲率Rii 满足下列条件之一:

􀃠Rii ≥
n2+2n-4

n+4
(a+H2)+

5n-7
2(n+4)

b+
9n-5
2(n+4)|

b|;

􀃡Rii ≥ (n-1)-
p-1
3p-5

é

ë
êê

ù

û
úú(a+H2)+

5np-7p-9n+11
2n(3p-5)

b+
9np-5p-13n+9
2n(3p-5) |b|;
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􀃢Rii ≥
n2-2
n+1

(a+H2)+
2n2-n-3
2n(n+1)

b+
2n2+3n-1
2n(n+1)|b|.

则Mn 是Nn+p 的全脐子流形.
定理3 设Mn 是拟常曲率空间Nn+p(p≥2)中具有平行平均曲率向量的紧致伪脐子流形,Mn 上每点

的Ricci曲率和截面曲率的下确界分别为Q,K,若

Q > (n-2)(a+H2)-
K
2
(n-4)+

n2-2n-1
2n b+

2n2-2n-1
2n |b|   n≥4

则Mn 是Nn+p 的全脐子流形.

1 预备知识

设 Mn 是拟常曲率空间Nn+p(p≥2)中的子流形,在Nn+p 内选取局部幺正标架场e1,…,en+p,使得限

制在Mn 上时,向量e1,…,en 是Mn 的切向量,从而en+1,…,en+p 是Mn 的法向量.设ω1,…,ωn+p 为其对偶

标架场,并约定各类指标范围如下:

A,B,C,…=1,…,n+p
i,j,k,…=1,…,n

α,β,…=n+1,…,n+p
由Nn+p 是拟常曲率空间,则有

KABCD =a(δACδBD -δADδBC)+b(δACλBλD +δBDλAλC -δADλBλC -δBCλAλD) (1)

其中∑
A
λ2

A =1,a,b是Nn+p 上的光滑函数.则Nn+p 的结构方程为:

dωA =-∑
B

ωAB ∧ωB   ωAB +ωBA =0

dωAB =-∑
C

ωAC ∧ωCB +ΦAB   ΦAB =
1
2∑C,D KABCDωC ∧ωD

当限制在Mn 上时,有:

ωα =0   ωiα =∑
j

hα
ijωj   hα

ij =hα
ji (2)

Mn 的结构方程为:

dωi=-ωik ∧ωk   ωij +ωji=0

dωij =-ωik ∧ωkj +Ωij   Ωij =
1
2Rijklωk ∧ωl (3)

Mn 的Gauss方程和Ricci方程分别为:

Rijkl =Kijkl +∑
α

(hα
ikhα

jl -hα
ilhα

jk)

Rαβkl =Kαβkl +∑
i

(hα
ikhβ

il -hα
ilhβ

ik) (4)

其中R,K 分别表示Mn,Nn+p 的曲率张量.
记Mn 的第二基本形式模长的平方为σ,平均曲率向量为ξ,Hα =(hα

ij),则有:

σ=∑
α,i,j

(hα
ij)2=∑

α
trH2

α   ξ=∑
α

1
n∑i hα

ii
æ

è
ç

ö

ø
÷eα   |ξ|=H

设ξ=Hen+1,由Mn 具有平行平均曲率向量,则 H 为非零常数,且:

trHn+1=nH   trHα =0   α≠n+1
Rn+1αjk =0 (5)

记

τ=∑
α≠n+1
∑
i,j

(hα
ij)2=∑

α≠n+1
trH2

α

则有:
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τ=σ-nH2   ∑
i

hn+1
iik =0   ∑

i
hn+1

iikl =0 (6)

设Nn+p 是局部对称空间,则有KABCD;E =0,即

Kαijkl =∑
β

Kαβjkhβ
il +∑

β
Kαiβkhβ

jl +∑
β

Kαijβhβ
kl -∑

m
Kmijkhα

ml (7)

由Mn 是伪脐的,则有:

hn+1
ij =Hδij

∑
α≠n+1
∑
β

(trH2
αHβ)trHβ =∑

α≠n+1

(trH2
αHn+1)trHn+1=nH ∑

α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

jkhn+1
ki =

nH ∑
α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

jkHδki=nH2τ (8)

对任意α,β≠n+1,由(trHαHβ)是p-1阶对称方阵,故可选取法标架场en+1,…,en+p-1,使得

tr(HαHβ)=tr(H2
α)δαβ (9)

对任意的实数ε,由(1)-(9)式,有

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij =(1+ε)∑
α≠n+1
∑

i,j,k,m
hα

ij(hα
mkRmijk +hα

miRmkjk)+ε∑
α≠n+1

(trH2
α)2-

εn(a+H2)τ-εb∑
k
λ2kτ-(1-ε)∑

α,β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]+

(1-ε)nb∑
α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

ikλjλk -nb ∑
α,β≠n+1

∑
i,j

hα
ijhβ

ijλαλβ (10)

  设Mn 是Nn+p(p≥2)的黎曼子流形,

τ=∑
α≠n+1

trH2
α

下面给出定理证明需要的一些不等式(参考文献[3-4,6]):

1
p-1

τ2 ≤ ∑
α≠n+1

[trH2
α]2 ≤τ2 (11)

0≤ ∑
α,β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]≤τ2-∑
α≠n+1

[trH2
α]2 (12)

0≤ ∑
α,β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]≤
p-2
p-1

τ2 (13)

0≤ ∑
α,β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]≤
n
2 ∑α,β≠n+1

[trHαHβ]2 (14)

∑
α≠n+1
∑

i,j,k,m
hα

ij(hα
mkRmijk +hα

miRmkjk)≥nτK (15)

2∑
α,β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]+∑
α≠n+1

[trH2
α]2 ≤ 1+

1
2sgn

(p-1)
é

ë
êê

ù

û
úúτ2 (16)

2 主要结果及证明

引理1 设Mn 是Nn+p(p≥2)的伪脐子流形,Q 为Mn 上Ricci曲率的下确界,则有

0≤ ∑
α,β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]≤

2[(n-1)(a+H2)+b∑
i
λ2i -Q+(n-2)bλ2i]τ

  证  由文献[7],有:

∑
α≠n+1
∑
k

(hα
ki)2 ≤a(n-1)+b(n-2)λ2i +b∑

k
λk

2+(n-1)H2-Q (17)

τ≤n(n-1)(a+H2)+2(n-1)b∑
i
λ2i -nQ (18)

对固定的α≠n+1,令

hα
ij =μα

iδij

且有

3第10期      王世莉,等:拟常曲率空间中具有平行平均曲率向量的伪脐子流形



(μα
i -μj

α)2 ≤2[(μα
i)2+(μj

α)2]
由(18)式有

∑
β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]=

1
2 ∑β≠n+1,i,j

(μα
i -μj

α)(hβ
ij)2 ≤2∑

i
∑

β≠n+1,j

(hβ
ij)2[ ] (μα

i)2 ≤

2[a(n-1)+b(n-2)λ2i +b∑
k
λk

2+(n-1)H2-Q]trH2
α (19)

对(19)式关于α≠n+1求和可证得引理1.
引理2 设Mn 是Nn+p(p≥2)的伪脐子流形,Q 为Mn 上Ricci曲率的下确界,则有

∑
α,β≠n+1

trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2 ≤2[(n-1)(a+H2)+b(n-2)λ2i +b∑
k
λk

2-Q]τ-
2
n∑α≠n+1

(trH2
α)2

  证  对固定的α≠n+1,令

hα
ij =μα

iδij

且由(17)式有

∑
β≠n+1(≠α)

∑
k

(hβ
ki)2 ≤a(n-1)+b(n-2)λ2i +b∑

k
λk

2+(n-1)H2-Q-(μα
i)2 (20)

由(20)式及Schwarz不等式

∑
i

μα
i( )

2
≤n∑

i

(μα
i)2

有

∑
β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]≤

2∑
i
∑

β≠n+1,j

(hβ
ij)2[ ] (μα

i)2 ≤

2∑
i

a(n-1)+b(n-2)λ2i +b∑
k
λk

2+(n-1)H2-Q-(μα
i)2[ ] (μα

i)2 ≤

2a(n-1)+b(n-2)λ2i +b∑
k
λk

2+(n-1)H2-Q[ ]∑
i

(μα
i)2-

2
n ∑i (μ

α
i)2[ ]

2 (21)

对(21)式关于α≠n+1求和即可证得引理2.
在(10)式中取ε=-1,则有

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij =n(a+H2)τ+b∑
k
λ2kτ-2∑

α,β≠n+1

[trH2
αH2

β -tr(HαHβ)2]-

∑
α≠n+1

[trH2
α]2+2nb∑

α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

ikλjλk -nb ∑
α,β≠n+1

∑
i,j

hα
ijhβ

ijλαλβ (22)

由∑
i
λ2

i ≤1,∑
α

λ2
α ≤1及Schwarz不等式可得:

∑
α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

ikλjλk =∑
α≠n+1
∑
i
∑
j

hα
ijλj( )

2
≤

∑
α≠n+1
∑
i
∑
j

(hα
ij)2∑

j
λ2j[ ] ≤

∑
α≠n+1
∑
i,j

(hα
ij)2=τ (23)

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijhβ

ijλαλβ =∑
i,j
∑

α≠n+1
hα

ijλα[ ]
2
≤

∑
i,j
∑

α≠n+1

(hα
ij)2∑

α≠n+1
λ2α[ ] ≤

∑
α≠n+1
∑
i,j

(hα
ij)2=τ (24)

  定理1的证明  由(11),(12),(22),(23),(24)式有

4 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第38卷



∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥n(a+H2)τ+b∑
k
λ2kτ-2τ2+

1
p-1

τ2+

2nb∑
α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

ikλjλk -nb ∑
α,β≠n+1

∑
i,j

hα
ijhβ

ijλαλβ (25)

由(25)式,有:

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥
∑

α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥n(a+H2)τ-2τ2+
1

p-1
τ2-nbτ b≥0

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥n(a+H2)τ-2τ2+
1

p-1
τ2+bτ+2nbτ b<0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

因τ=σ-nH2,于是对任意的b,都有

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥τna+
3p-4
p-1

nH2+
3-2p
p-1

σ+
n+1
2 b-

3n+1
2 |b|{ }

又因为Mn 是紧致的,且

1
2Δτ=∑

α≠n+1
∑
i,j,k

(hα
ijk)2+∑

α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij

在定理1的条件 􀃠 下,可得1
2Δτ≥0

,由Hopf极大原理得τ 为常数,Δτ=0,则有:

hijk
α =0   α≠n+1

∑
α≠n+1
∑
i,j,k

(hα
ijk)2+∑

α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij =0

由文献[6]可知τ=0.又因Mn 是伪脐子流形,所以Mn 是Nn+p 的全脐子流形.同理,可得出定理1中 􀃡,

􀃢 的结果.
定理2的证明  由(11),(18),(22),(23),(24)式,引理1及τ≤σ,有

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥n(a+H2)τ-4 (n-1)(a+H2)τ+b∑
i
λ2i -Q+(n-2)bλ2i[ ]τ+

b∑
k
λ2kτ- n(n-1)(a+H2)+2(n-1)b∑

i
λ2i -nQ[ ]τ+

2nb∑
α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

ikλjλk -nb ∑
α,β≠n+1

∑
i,j

hα
ijhβ

ijλαλβ (26)

由(26)式,有:

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥
τ{(-n2-2n+4)(a+H2)+(n+4)Q+(6-7n)b} b≥0
τ{(-n2-2n+4)(a+H2)+(n+4)Q+(2n+1)b} b<0{

于是对任意的b,都有

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥τ (-n2-2n+4)(a+H2)+(n+4)Q+-5n+7
2 b+-9n+5

2 |b|{ }
类似于定理1􀃠 的证明可得出定理2的结果.

定理3的证明  在(10)式中,当-1≤ε≤1时,由(15)式及引理2有

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥ (1+ε)nτK -εn(a+H2)τ-εb∑
k
λ2kτ+ε∑

α≠n+1

(trH2
α)2-

2(1-ε)(n-1)(a+H2)+b(n-2)λ2i +b∑
k
λk

2-Q[ ]τ-
2
n∑α≠n+1

(trH2
α)2+

(1-ε)nb∑
α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

ikλjλk -nb ∑
α,β≠n+1

∑
i,j

hα
ijhβ

ijλαλβ (27)

取

ε=-
2

n-2
   n≥4

则由(27)式有
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∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥
n-4
n-2

nKτ-2n(a+H2)τ+
2nQ
n-2

τ+
2-2n
n-2∑k λk

2bτ-2nλ2ibτ+

n2

n-2
b∑

α≠n+1
∑
i,j,k

hα
ijhα

ikλjλk -nb ∑
α,β≠n+1

∑
i,j

hα
ijhβ

ijλαλβ (28)

由(28)式,有:

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥
τn-4

n-2
nK -2n(a+H2)+

2nQ
n-2+

2-2n
n-2

b-2nb-nb{ } b≥0

τn-4
n-2

nK -2n(a+H2)+
2nQ
n-2+

n2

n-2
b{ } b<0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

于是对任意的b,都有

∑
α≠n+1
∑
i,j

hα
ijΔhα

ij ≥τn-4
n-2

nK -2n(a+H2)+
2nQ
n-2+

1+2n-n2

n-2
b+

1+2n-2n2

n-2 |b|{ } (29)

由(29)式,类似于定理1􀃠 的证明可得出定理3.
注1 当a为常数,b=0时,定理1、定理2为文献[4]中常曲率空间上熟知的定理,定理3为文献[6]

中常曲率空间上熟知的定理.定理1、定理2、定理3为常曲率空间向拟常曲率空间的推广.
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PseudoUmbilicalSub-ManifoldswithParallelMean
CurvatureVectorintheQuasiConstantCurvatureSpace

WANGShi-li, ZHU Hua, YAOChun-qing
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Thispapermainlystudiedthepseudoumbilicalsub-manifoldswithparallelmeancurvaturevec-
torinthequasiconstantcurvature,usingtheconstantcurvaturespacetheoremSimonsmethod,estima-
tingsub-manifolds􀆳longsquareLaplacianofthesecondfundamental,andobtainingsomeconditionsof
limitationaboutthiskindofsub-manifoldssomePinchingtheoremsofthesecondfundamentalformlong
squareandthesectioncurvatureandRiccicurvature.
Keywords:quasiconstantcurvaturespace;parallelmeancurvature;pseudoumbilicalsub-manifold
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