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一个具有Logistic增长、恢复率和CTL免疫
反应的乙肝病毒感染模型①

汪 洋, 刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:建立了一个具有Logistic增长、恢复率和CTL免疫反应的乙肝病毒感染模型.得到了无免疫平衡点和正平

衡点存在且唯一的充分条件以及两个基本再生数.通过构造Lyapunov函数,得到了该模型无感染平衡点、无免疫

平衡点及正平衡点的全局稳定性.
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文献[1]借鉴仓室模型的建模思想提出一个三维乙肝病毒感染模型.文献[2-3]根据病毒拟平衡态假

设将三维模型降维以便于分析.文献[4-5]引入Logistic增长机制使模型更加符合生物背景.文献[6-7]
考虑感染肝细胞通过特殊机制自我修复成为健康肝细胞这一特点在模型中加入返回项.此外,CTL免疫反

应的加入也使得模型更加完善.
本文根据以上生物背景,建立以下乙肝病毒感染模型:
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其中:x,y,z分别是健康肝细胞、感染肝细胞和CTL免疫细胞的密度,健康肝细胞和感染肝细胞服从

Logistic增长规律;r1和r2分别是健康肝细胞和感染肝细胞的内禀增长率;K 是肝细胞的最大承载量;β是

感染率;δ是感染细胞直接恢复成健康细胞的恢复率;a是感染细胞的因病死亡率;p 是免疫细胞吞噬感染

细胞的速率;c是感染细胞激发免疫细胞的速率;b是免疫细胞的死亡率.所有参数为正.

1 平衡点和基本再生数

系统(1)总是存在以下两个平衡点:肝坏死平衡点

E0= 0,0,0( )

无感染平衡点

E1= x1,0,0( ) = K,0,0( )
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如果φ1 >1,φ2 >1,那么存在一个无免疫平衡点
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这里x2 是方程(2)的正根:

- β
r2
(βK -r2+r1)

é

ë
êê

ù

û
úúx2

2+Bx2+
δ(r2-a-δ)

r2
K

=0 (2)

其中B 是方程(2)的一次项系数,由二次函数知识易知方程(2)只有一个正根,即E2 是唯一的.
如果φ1 >1,φ3 >1,那么存在一个正平衡点

E* = x*,y*,z*( ) = x*,b
c
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这里x* 是方程(3)的正根:
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其中B'是方程(3)的一次项系数,由二次函数知识易知方程(3)只有一个正根,即E* 是唯一的.
  系统(1)的基本再生数定义为:

R0= βK
a+δ

  系统(1)的免疫再生数定义为:

R1=
cy2

b

2 稳定性分析

定理1 肝坏死平衡点E0 是不稳定的.
证  系统(1)在E0 的特征方程为:

λ-r1( ) (λ-r2+a+δ)(λ+b)=0
显然它有一个正根λ=r1,由Routh-Hurwitz判据可知E0 是不稳定的.

定理2 当R0 ≤1时,无感染平衡点E1 是全局渐近稳定的.
证  定义一个Lyapunov函数:
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p
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沿着系统(1)轨线的全导数为:
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当R0≤1时可以确保
dV1

dt ≤0对于所有的x>0,y≥0,z≥0成立.
dV1

dt =0当且仅当y=0,z=0,进

一步得x=x1=K.所以M={E1}是 x,y,z|
dV1

dt =0{ } 中的最大不变集.由Lyapunov-LaSalle不变集原

理可知E1 是全局渐近稳定的.
定理3 当φ1 >1,φ2 >1,R1 ≤1时,无免疫平衡点E2 是全局渐近稳定的.
证  定义一个Lyapunov函数:
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沿着系统(1)轨线的全导数为:
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当R1 ≤1时可以确保
dV2

dt ≤0对于所有的x>0,y>0,z≥0成立.
dV2

dt =0当且仅当x=x2,y=y2,

z=0.所以M ={E2}是 x,y,z|
dV2

dt =0{ } 中的最大不变集.由Lyapunov-LaSalle不变集原理可知E2 是

全局渐近稳定的.
定理4 当φ1 >1,φ3 >1时,正平衡点E* 是全局渐近稳定的.
证  定义一个Lyapunov函数:
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以M ={E*}是 x,y,z|
dV*

dt =0{ } 中的最大不变集.由Lyapunov-LaSalle不变集原理可知E* 是全局渐

近稳定的.

3 结 论

本文建立了一个具有Logistic增长、恢复率以及CTL免疫反应的乙肝病毒感染模型.由Routh-Hur-
witz判据得到肝坏死平衡点是不稳定的,通过构造Lynapunov函数分别得到了无感染平衡点、无免疫平衡

点和正平衡点的全局稳定性.本文模型在健康肝细胞和感染肝细胞这两个微分方程中引入Logistic增长项,
使得模型更加符合生物背景.通过对乙肝病毒的拟平衡态假设来降维从而简化了模型.CTL免疫反应的引

入使得模型的结果更加丰富.
时滞微分方程在乙肝模型的研究中也越来越受欢迎,因此如果在本文模型中引入各种时滞,则将使得

模型更加合理但同时也更加复杂.在接下来的工作中,我们将着手这方面的研究.
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AnHBVInfectionModelwithLogisticGrowth,
CureRateandCTLImmuneResponse

WANG Yang, LIUXian-ning
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,weproposeanHBVinfectionmodelwithlogisticgrowth,curerateandCTLim-
muneresponse,provethesufficientconditionsoftheexistenceanduniquenessoftheimmune-freeequilib-
riumandpositiveequilibrium,obtaintwobasicreproductionnumbersand,byconstructingtheLyapunov
function,gettheglobalstabilityoftheinfection-freeequilibrium,immune-freeequilibriumandtheposi-
tiveequilibriumofthemodel.
Keywords:logisticgrowth;curerate;CTLimmuneresponse;globalstability
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