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具有B-D功能性反应的害虫脉冲综合治理系统①

张爱景, 窦家维, 李 婧

陕西师范大学 数学与信息科学学院,西安710062

摘要:研究了一类描述害虫与其天敌构成的捕食系统中对害虫的综合防治(IPM)问题,系统由具有Beddington-
DeAngelis功能性反应和脉冲效应的食饵 捕食者模型描述.为控制害虫数量的增长,每隔一定时间喷洒一次杀虫

剂,并以脉冲形式投放一定数量的天敌.首先应用脉冲微分系统的Floquet理论研究了害虫灭绝周期解局部渐近稳

定的条件,进一步利用比较定理获得了害虫灭绝周期解全局渐近稳定和系统持续生存的条件.
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近年来,脉冲微分系统在农业和林业的病虫害防治研究中得到了重要的应用[1-5].在数学生态学研究

中,对害虫的控制主要有3种策略,即化学防治、生物防治和综合防治[4-8],其中:化学防治主要是通过喷

洒农药的方式防治害虫,这种策略见效快,但会对环境造成污染;生物防治主要是利用生物代谢素、信息

素或投放天敌等来控制害虫的数量,这种策略对环境污染小,但是成本较高;综合害虫治理是综合考虑以

较低的成本和对环境危害较小的影响,利用生物防治和化学防治等相互配合的方式,把害虫控制在一定数

量之内.本文将建立并研究喷洒杀虫剂和投放天敌相结合的害虫综合防治模型.
文献[9]在实验的基础上,对不同类型的捕食过程提出了HollingI-III型功能性反应.很多学者对具有

Holling型功能性反应的食饵 捕食者系统进行研究,得到了许多有价值的结论[10-13].文献[14]研究了具有

sigmoid功能性反应的害虫综合治理模型,模型是基于捕食者捕获食饵的数量很小的假设建立的.如果捕食

者的数量较多,在捕食过程中捕食者之间会发生相互干扰,由于Beddington-DeAngelis(简记为B-D)功能

性反应函数关于捕食者数量是单调递减的,应用B-D功能性反应能较好地刻画这些捕食过程.本文主要研

究一类具有B-D功能性反应,即利用喷洒杀虫剂以及投放天敌对害虫进行脉冲控制的食饵 捕食者系统模

型的动力学行为,主要研究害虫灭绝周期解的存在性及稳定性,以及系统的持续生存性等问题.
本文所研究的模型由下面的脉冲微分系统描述:
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其中:x=x(t),y=y(t)分别表示t(t∈R+=[0,∞))时刻害虫与天敌的数量;r>0,k>0分别表示

害虫的内禀增长率与环境容纳量; ax
1+b1x+b2y

是B-D 功能性反应函数;μ>0,c>0分别表示天敌的死

亡率及其密度制约因素,λ>0是害虫向天敌的转化率.系统(1)中后两个方程表示每隔一定时间τ对害虫

进行一次脉冲综合防治.(1)式中第三个方程描述喷洒杀虫剂控制害虫,p(0<p≤1)表示喷药后害虫的

残存率,第四个方程表示喷药后再投放数量为q的天敌,n∈N+={1,2,…}.

1 预备知识

关于系统(1),显然有下面结论:

引理1 若(x(t),y(t))为系统(1)具有初值x(0)≥0,y(0)≥0的解,则当t≥0时,x(t)≥0,

y(t)≥0.进一步,如果x(0)>0,y(0)>0,则有x(t)>0,y(t)>0(t≥0).
由模型的生物意义,本文只考虑系统(1)具有非负初值的解.
引理2给出了解的最终有界性.
引理2 存在常数 M >0,对于系统(1)任意具有正初值的解(x(t),y(t)),当时间t足够大时有

x(t)≤M,y(t)≤M.
证  设(x(t),y(t))为系统(1)的任意解,令

z(t)=λx(t)+y(t)

取常数b满足0<b<μ,当t≠nτ时,有

z'(t)+bz(t)=-
λr
kx2+λ(r+b)x-cy2-(μ-b)y≤

-
λr
kx2+λ(r+b)x-(μ-b)y (2)

z(nτ+)=λpx(nτ)+y(nτ)+q≤z(nτ)+q
由于b<μ,则由(2)式可知,存在M0,使下式成立:

z'(t)≤-bz(t)+M0 t≠nτ

z(nτ+)≤z(nτ)+q{
考虑系统

z
∧'(t)=-bz

∧(t)+M0 t≠nτ

z
∧(nτ+)=z

∧(nτ)+q{ (3)

由于系统(3)有全局渐近稳定的周期解z
∧*(t),记z

∧(t)为系统(3)具有初值z
∧(0)=z(0)=λx(0)+y(0)的

解,则存在t' >0,当t≥t' 时,有z
∧(t)≤z

∧*(t)+1.取M = max
t∈[0,τ]

z
∧*(t)+1,又由脉冲微分系统的比较

定理[15]可知

z(t)≤z
∧(t)≤M

因此,当时间t充分大时有x(t)≤M,y(t)≤M.证毕.
引理3给出了当害虫灭绝时,即当x(t)≡0时天敌种群的变化趋势.害虫灭绝时系统(1)化为系统:

y' =y(-μ-cy) t≠nτ

y(nτ+)=y(nτ)+q{ (4)

  引理3 系统(4)有一个正τ-周期解y*(t),其表达式为

y*(t)= μyexp(-μt)

μ+cy(1-exp(-μt))
   t∈ (nτ,(n+1)τ]
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其中
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且对于系统(4)的任意解y(t),当t→ ∞ 时,有|y(t)-y*(t)|→0.
证  首先在t∈ (nτ,(n+1)τ]上求解系统(4),得到

y(t)= μy(nτ+)exp(-μ(t-nτ))
μ+cy(nτ+)(1-exp(-μ(t-nτ)))

根据脉冲条件

y((n+1)τ+)=y((n+1)τ)+q
有

y((n+1)τ+)= μy(nτ+)exp(-μτ)
μ+cy(nτ+)(1-exp(-μτ))

+q

记

y(nτ+)=yn

可以得到

yn+1= μynexp(-μτ)
μ+cyn(1-exp(-μτ))

+q

定义函数

g(y)= μyexp(-μτ)
μ+cy(1-exp(-μτ))

+q

得到差分方程

yn+1=g(yn)

求解该差分方程,可知其有唯一正不动点:
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因此,系统(4)以y 为初值的解是一个正τ-周期解,该周期解的稳定性可转化为差分方程yn+1=g(yn)的

不动点y 的稳定性来研究.
下面证明y 是全局渐近稳定的.
由于

g'(y)= μ2exp(-μτ)
(μ+cy(1-exp(-μτ)))2

>0

因此

g(y)= μyexp(-μτ)
μ+cy(1-exp(-μτ))

+q

是y 的单调递增函数.
如果初值y(0)=y0 满足0<y0 <y,则有

0<g(y0)<g(y)=y
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即y1 <y.由归纳推理可以得到,对所有的n∈N+,都有0<yn <y.
又因为

yn+1-yn = μynexp(-μτ)
μ+cyn(1-exp(-μτ))

+q-yn =

c(exp(-μτ)-1)(yn -y)(yn -y
∧)

μ+cyn(1-exp(-μτ))
>0

其中y
∧
为差分方程yn+1=g(yn)的唯一负不动点.所以,当0<y0<y时,0<yn<y(n∈N+),且 yn{ } 单

调递增趋向于y.
类似地,可以证明当y0>y 时,yn >y(n∈N+),并且 yn{ } 单调递减趋向于y.由此可知,y 是全局

渐近稳定的.所以,系统(4)以y 为初值的周期解y*(t)是全局渐近稳定的.证毕.

2 害虫灭绝周期解的稳定性

由引理3可知,(0,y*(t))为系统(1)的害虫灭绝周期解,下面研究该周期解在二维空间中的稳定性.
定理1  如果下面条件

rτ<∫
τ

0

ay*(t)
1+b2y*(t)

dt-lnp (5)

成立,则害虫灭绝周期解(0,y*(t))是局部渐近稳定的.

 如果下面条件

rτ<∫
τ

0

ay*(t)
1+b1k+b2y*(t)

dt-lnp (6)

成立,则害虫灭绝周期解(0,y*(t))是全局渐近稳定的.

证   首先应用Floquet理论[16]证明周期解(0,y*(t))的局部稳定性.

设(x(t),y(t))为系统(1)的任意一个解,作变量变换,令u(t)=x(t),v(t)=y(t)-y*(t),则系

统(1)化为:
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系统(7)对应的线性系统为:

u' = r-
ay*(t)

1+b2y*(t)
é
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û
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λay*(t)
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可以求得系统(8)的单值矩阵的Floquet乘子为:

λ1=pexp∫
τ

0
r-

ay*(t)
1+b2y*(t)

é

ë
êê

ù

û
úúdt{ }
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λ2=exp-∫
τ

0
[μ+2cy*(t)]dt{ }

显然有|λ2|<1,由定理条件(5)可知,|λ1|<1成立,由Floquet理论知(0,y*(t))是局部渐近稳定的.

 下面证明当条件(6)成立时,(0,y*(t))是全局渐近稳定的.由于条件(6)蕴含了条件(5),只需

证明(0,y*(t))的全局吸引性.即证明对系统(1)的任意解(x(t),y(t)),当t→ ∞ 时,有(x(t),

y(t))→ (0,y*(t)).
(a)首先证明当t→∞时,x(t)→0.由定理条件(6),可以选择ε>0充分小,使得对于所有的t≥0,

满足y*(t)-ε>0以及

δ:=pexp∫
τ

0
r-

a(y*(t)-ε)
1+b1(k+ε)+b2(y*(t)-ε)

é
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êê

ù

û
úúdt{ }<1

记x1(t)为logistic系统

x1
' =rx1 1-

x1

k
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è
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ø
÷ (9)

满足初值条件x1(0)=x(0)的解,则由系统(9)解的性质以及脉冲微分系统的比较定理可知,存在t1>0,

使得当t≥t1 时,有

x(t)≤x1(t)<k+ε
记系统(4)满足初值条件y1(0)=y(0)的解为y1(t),由引理3以及脉冲微分系统的比较定理知存在t2 >
t1,当t≥t2 时,有

y(t)≥y1(t)>y*(t)-ε
因此当t≥t2 时,有

x' ≤x r-
a(y*(t)-ε)

1+b1(k+ε)+b2(y*(t)-ε)
é
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在t∈ (nτ,(n+1)τ]上对(10)式的第一个不等式积分,得到

x(t)≤x(nτ+)exp∫
t

nτ
r-

a(y*(s)-ε)
1+b1(k+ε)+b2(y*(s)-ε)

é
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进一步由脉冲条件,得到

x((n+1)τ)≤px(nτ)exp∫
τ

0
r-

a(y*(t)-ε)
1+b1(k+ε)+b2(y*(t)-ε)
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因为δ<1,所以当n→ ∞ 时,x(nτ)→0.进一步由(11)式得当t→ ∞ 时,有

x(t)→0 (12)

  (b)下面证明当t→ ∞ 时,有y(t)→y*(t).
令y*

1 (t)为一个τ-周期函数,当t∈ (nτ,(n+1)τ]时,表达式为

y*
1 (t)=

ωy1exp(-ωt)

ω+cy1(1-exp(-ωt))

其中ω >0为常数,

y1=

q
1-exp(-ωτ) c=0

1
2c
(qc-ω)+ (qc-ω)2+

4qcω
1-exp(-ωτ)
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由y*(t)的表达式可知,当ω=μ 时,y*
1 (t)=y*(t).由解对参数的连续依赖性,当ω 与μ 充分接近时,

y*
1 (t)与y*(t)充分接近.因此对于任意给定的ε' >0,存在δ0 >0,当|ω-μ|<δ0 时,有

y*(t)-
ε'

2 <y*
1 (t)<y*(t)+

ε'

2
(13)

选定σ>0充分小,使得

λaσ
1+b1σ<

δ0

并使

μ-λaσ
1+b1σ >

0

令

ω=μ-λaσ
1+b1σ

由(12)式可知,对上面的σ>0,存在t3 >0,当t≥t3 时,有x(t)<σ.因此当t≥t3 时,有

-(μ+cy)y≤y' ≤-(ω+cy)y
记y2(t),y3(t)分别为系统

y'
2=y2(-μ-cy2) t≠nτ

y2(nτ+)=y2(nτ)+q

y2(t3)=y(t3)

ì

î

í

ï
ï
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和

y3
' =y3(-ω-cy2) t≠nτ

y3(nτ+)=y3(nτ)+q

y3(t3)=y(t3)

ì

î

í
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的解,由脉冲微分系统的比较定理知,当t≥t3 时,有

y2(t)≤y(t)≤y3(t) (14)

进一步由引理3,对上面给定的ε' >0,存在t>t3,使得当t≥t时,有

y*(t)-ε' <y2(t)<y*(t)+ε' (15)

以及

y*
1 (t)-

ε'

2 <y3(t)<y*
1 (t)+

ε'

2
(16)

成立.结合(13)-(16)式可知,当t≥t时,有y*(t)-ε' <y(t)<y*(t)+ε'.这样就证明了对系统(1)

的任意解(x(t),y(t)),当t→ ∞ 时,有y(t)→y*(t).因此系统(1)的解(0,y*(t))是全局吸引的.

3 系统的持续生存性

本节主要研究系统(1)的持续生存性,由研究结果可知,当保证害虫灭绝周期解局部渐近稳定的条件

不成立时,系统(1)是持续生存的.具体见定理2.
定理2 如果下面条件

rτ>∫
τ

0

ay*(t)
1+b2y*(t)

dt-lnp (17)

成立,则系统是持续生存的,这里y*(t)是系统(4)的周期解.
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根据持续生存的定义,即要证明存在常数m >0,M >0,对于系统(1)的任意解(x(t),y(t)),当时

间t充分大时,有m ≤x(t),y(t)≤M 成立.
证  设(x(t),y(t))为系统(1)的任意给定的解,由引理2,不妨设当t>0时已有x(t)≤M,

y(t)≤M 成立,这里M 为一个正常数.下面证明存在m >0,当时间t充分大时,有x(t)≥m,y(t)≥m
成立.

取

m1= min
t∈[0,τ]

y*(t)
2

其中y*(t)是系统(4)的周期解.则由引理3,存在τ1 >0,当t≥τ1 时,有y(t)≥m1.
下面将证明存在m2>0,使得当时间t充分大时,有x(t)≥m2,最后只需取m=min{m1,m2}即可.
由条件(17),首先选择σ1 >0充分小,使下式成立:

pexp∫
τ

0
r-

a(y*(t)+σ1)
1+b2(y*(t)+σ1)

é

ë
êê

ù

û
úúdt{ }>1 (18)

进一步,取ν>0充分小,使得下面两式同时成立:

ρ:=pexp∫
τ

0
r-

rν
k -

a(y*(t)+σ1)
1+b2(y*(t)+σ1)

é

ë
êê

ù

û
úúdt{ }>1 (19)

μ0:=μ-
λaν

1+b1ν+b2m1
>0 (20)

考虑下面系统

y4
' =y4(-μ0-cy4) t≠nτ

y4(nτ+)=y4(nτ)+q{ (21)

由引理3可知,系统(21)存在全局渐近稳定的周期解y*
4 (t).由解对参数的连续依赖性知,选取ε1满足0<

ε1 <σ1,并对所有的t≥0,满足

y*
4 (t)<y*(t)+(σ1-ε1)

  首先证明对所有的t≥0,x(t)<ν不能恒成立.否则,有

y' ≤y
λaν

1+b1ν+b2m1
-μ-cy

æ

è
ç

ö

ø
÷=y(-μ0-cy)

记系统(21)满足条件y4(0+)=M 的解为y4(t),由引理3,对上述ε1,存在τ2=n1τ>τ1(n1∈N+),使

得当t≥τ2 时,有

y(t)<y4(t)<y*
4 (t)+ε1 <y*(t)+σ1 (22)

由(22)式可得到

x' ≥xr-
rν
k -

a(y*(t)+σ1)
1+b2(y*(t)+σ1)
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ø
÷ t≠nτ
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ì

î

í
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(23)

在t∈ (nτ,(n+1)τ](n>n1)上对(23)式的第一个不等式积分,并根据脉冲条件得到:

x((n+1)τ)≥x(nτ+)exp∫
(n+1)τ

nτ
r-

rν
k -

a(y*(t)+σ1)
1+b2(y*(t)+σ1)

é

ë
êê

ù

û
úúdt{ }=

px(nτ)exp∫
τ

0
r-

rν
k -

a(y*(t)+σ1)
1+b2(y*(t)+σ1)

é

ë
êê

ù

û
úúdt{ }=ρx(nτ)

所以对任意的h∈N+,有

x((n1+h)τ)≥x(n1τ)ρh
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由条件(19)可知,当h 足够大时,有

x((n1+h)τ)≥ν (24)

矛盾产生,这样就证明了x(t)<ν对所有t≥0不能恒成立.
根据以上论证,需要考虑以下两种情况:

 存在τ3 >0,使得当t≥τ3 时,x(t)≥ν恒成立.在此情形下取m2=ν即可得到定理2的证明.

 存在区间列{[αl,βl]},当t∈∪∞
l=1[αl,βl]:=B 时,x(t)≤ν,当t∉B 时,x(t)>ν.

记[α,β]为区间列中任一取定的区间[αl,βl].下面只需证明存在m2>0,使得x(t)≥m2,t∈[α,β].
假设α∈[dτ,(d+1)τ),d为某一正整数,并注意到由[α,β]的定义一定有x(α+)≥pν.为方便讨

论,记T=(n1+d+1)τ,其中n1 由(22)式所确定.

1)首先假设T <β.
考虑系统

x' =xr-
rν
k -

aM
1+b2M

æ

è
ç

ö

ø
÷ t≠nτ

x(nτ+)=px(nτ)

ì

î

í

ïï

ïï

(25)

记系统(25)满足初值条件x(dτ+)=pν的解为x
∧(t),并记x

∧(T)=x.由脉冲微分系统的比较定理可知,当

x ≥α 时,x(t)≥x
∧(t).

如果条件

pexpτr-
rν
k -

aM
1+b2M

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷=1 (26)

成立,则系统(25)具有全局渐近稳定的周期解x
∧ *(t),易知当时间t充分大时,有

x(t)≥x
∧(t)≥ min

t∈[0,τ]

x
∧*(t)
2

这种情况下,取m'
2= min

t∈[0,τ]

x
∧ *(t)
2

即可.

如果条件

pexpτr-
rν
k -

aM
1+b2M

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ >1 (27)

成立,则x
∧(nτ)关于n 是单调递增的,又由于0<p≤1,由(27)式可知,

r-
rν
k -

aM
1+b2M >0

则x
∧(t)在(nτ,(n+1)τ]上关于t是单调递增的,因此有

min
t∈[α,β]

x(t)≥ min
t∈[α,β]

x
∧(t)≥ min

t∈[dτ,β]
x
∧(t)=x

∧(dτ+)=pν

这种情况下,取m'
2=pν即可.

下面考虑

pexpτr-
rω
k -

aM
1+b2M

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ <1 (28)

的情况.这时,x
∧(nτ)关于n 是单调递减的.

记y5(t)为系统(21)满足初值条件y5((d+1)τ+)= M 的解,由系统(21)的周期性可知,当t>T
时,有

y(t)<y5(t)<y*(t)+σ1
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记系统

x' =x r-
rν
k -

a(y*(t)+σ1)
1+b2(y*(t)+σ1)

é

ë
êê

ù

û
úú t≠nτ

x(nτ+)=px(nτ)

ì

î

í

ï
ï

ïï

满足初值条件x(T)=x 的解为x(t),类似于(24)式的证明,存在n2 ∈N+,使得

x(T+n2τ)≥ν (29)

由脉冲微分系统的比较定理可知,在[T,T+n2τ]上,有x(t)≥x(t)≥ν,由于在[T,β)上,x(t)<ν,

所以T+n2τ>β.综上可得:

min
t∈[α,β]

x(t)≥ min
t∈[α,β]

x
∧(t)≥ min

t∈[dτ,T+n2τ]
x
∧(t)≥px

∧(T+n2τ)

其中x
∧(T),x

∧(T+n2τ)分别为系统(25)满足条件x
∧(0+)=pν的解在(n1+1)τ以及(n1+n2+1)τ处的

值.若取n1,n2分别为满足(22)式及(29)式的最小正整数,则它们与α,β无关.故x
∧(T+n2τ)也与α,β无

关.取m'
2=px

∧(T+n2τ),则当t∈ [α,β]时,有x(t)≥m'
2.因此也有x(t)≥m'

2,t∈B.

2)假设T >β.

当条件(26)或条件(27)成立时,同样可以取m″ = min
t∈[0,τ]

x
∧ *(t)
2

或m″ =pν.当条件(28)成立时,有

min
t∈[α,β]

x(t)≥ min
t∈[α,β]

x
∧(t)≥ min

t∈[dτ,T]
x
∧(t)≥px

∧(T)

此时可取m″
2=px

∧(T).类似地,m″
2 与α,β 无关,同理可得x(t)≥m″

2,t∈B.
最后,令m2=min{pν,m'

2,m″
2},定理得证.
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IntegratedPestManagementinanImpulsivePredator-prey
SystemwithB-DFunctionalResponse

ZHANGAi-jing, DOUJia-wei, LI Jing
CollegeofMathematicsandInformationScience,ShaanxiNormalUniversity,Xian710062,China

Abstract:Inthispaper,westudyakindofintegratedpestmanagement(IPM)probleminthepredation

systemwithpestsandnaturalenemies.Thesystemisdescribedbyapredator-preymodelwithBeddington-

DeAngelisfunctionalresponseandimpulsiveeffect.Inordertocontrolthenumberofpests,wespraypes-

ticidesandreleasenaturalenemiesinperiodicpulseform.ByapplyingtheFloquettheory,weobtainthe

conditionstoensurethelocalasymptoticstabilityofthepest-eradicationperiodicsolution.Inaddition,by

comparisonmethod,westudytheglobalasymptoticstabilityoftheperiodicsolutionandthepermanence

ofthesystem.

Keywords:predator-preymodel;B-Dfunctionalresponse;impulsiveintegratedpestmanagement;pest-e-

radicationsolution;stability
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