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含Hénon临界指数的非线性椭圆边值问题的正解①

王奇峰, 邓志颖

重庆邮电大学 理学院,重庆400065

摘要:讨论了一类含 Hénon临界指数的非线性椭圆型边值问题,通过应用Ekeland变分原理和强极大值原理得到

方程的一个正解,再结合适当条件下的山路定理得到方程的多重正解.
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本文研究了下述含Hénon临界指数的非线性椭圆型边值问题:

-Δu=|x|α|u|2
*(α)-2u+λf(x,u) x∈Ω

u=0 x∈∂Ω{ (1)

其中:Ω是RN N ≥3( ) 中的开球,其球心在原点,α>0,λ>0,2*(α)≜
2N +2α
N -2

为Hénon临界指数[1],

2* =2*(0)是Sobolev临界指数,f(x,u)是满足适当条件的Caratheodory函数.
形如(1)式这类Hénon型方程,起源于Hénon[2]在研究旋转恒星结构时所得到的椭圆方程

-Δu=|x|αup-1,u>0,x∈B1;u=0,x∈∂B1 (2)

近年来Hénon方程的研究备受关注,当区域为RN 中的球形区域时,文献[3]证明了在径向对称的函数空间中,
嵌入指数p能比Sobolev临界指数大,并指出当p∈(2,2*(α))时,问题(2)至少有一个径向对称的正解.当
区域是有界光滑区域且关于原点是星型时,文献[4]通过检验Pohozaev等式说明问题(2)在指数p≥2*(α)时
没有正解.另一方面,也有学者关注问题(2)非径向对称解的存在性,如文献[5]通过比较基态解和径向对称解

的能量,说明了当p∈(2,2*)且α足够大时问题(2)至少有一非径向对称的基态解.

然而,含有Hénon临界指数的方程类型结果很少.由于Hénon临界指数的存在,嵌入H1
0(Ω)⊂→

L2*(α)(Ω,

|x|αdx)失去紧性,其中L2*(α)(Ω,|x|αdx)是加权函数空间,但存在连续嵌入.文献[6]通过有效的变

量变换,获得全域RN 上与问题(2)径向解相关极值函数的达到函数,并对其径向解的唯一性给出了证明,
证明径向解的唯一性还可参见文献[4].形如(1)式这类既含Hénon临界指数同时具扰动项的问题还尚未有

人研究,我们得到的主要结果是:
定理1 假设N ≥3,若f 满足以下条件

(f1)f(x,t)∈C(Ω×R);

(f2)f(x,t)=o(t2
*(α)-1),当t→+∞ 时对x ∈Ω 一致成立;
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(f3)f(x,0)=0,lim
t→0+

f(x,t)
t =+∞,对x ∈Ω 一致成立.

则对给定的α>0,存在λ* >0,使得当0<λ<λ* 时,问题(1)至少有一个正解.
定理2 假设N ≥3,若f 满足(f1)-(f3),还满足下列条件

(f4)f(x,t)关于第二个变量单调递增.

则对给定的α>0,存在λ︵ >0,使得当0<λ<λ︵ 时,问题(1)至少有两个不同的正解.

1 预备知识

在下述讨论中,用 H1
0(Ω)表示通常的Sobolev函数空间,赋以范数

‖u‖=∫Ω
|▽u|2dx( )

1
2

H-1(Ω)表示 H1
0(Ω)的对偶空间,在Lp(Ω)(p>1)中定义范数

|u|p =∫Ω
|u|pdx( )

1
p

由文献[6]知,对给定的α>0,可定义嵌入 H1
0(Ω)⊂→

L2*(α)(Ω,|x|αdx)的最佳常数

Sα ≜ inf
0≠u∈D1,2(Ω)

∫Ω
|▽u|2dx

∫Ω
|x|α|u|

2N+2α
N-2dx( )

N-2
N+α

并当Ω=RN 时,Sα 由函数

Uε(x)=
ε

N-2
2(2+α)

(ε+|x|2+α)
N-2
2+α

U(x)=
1

1+|x|2+α( )
N-2
2+α

达到.由于0∈Ω,故可取δ>0,使得B2δ(0)⊂Ω,同时可定义η(x)∈C∞
0 (Ω),使得当x∈Bδ(0)时,

η(x)=1;当x ∈Ω\B2δ(0)时,η(x)=0,且满足|▽η(x)|≤C.令

uε =η(x)Uε(x)

vε(x)=
uε(x)

∫Ω
|x|α|uε|2

*(α)dx( )
1

2*(α)

(3)

从而

∫Ω
|x|α|vε|2

*(α)dx( )
1

2*(α)

=1

应用文献[7]的方法,可得估计式

∫Ω
|x|α|uε|2

*(α)dx=∫RN
|x|α|U|2

*(α)dx+Oε
N+α
2+α( )

∫Ω
|▽uε|2dx=∫RN

|▽U|2dx+Oε
N-2
2+α( ) (4)

若无特别说明,C,C1,C2,…均表示正常数.用“→”和“⇀”分别表示相应Banach空间中的强收敛和弱收敛.用

|Ω|表示Ω 的Lebesgue测度.用Br(x)表示以x 为球心,r为半径的球型区域.o(1)表示当n→∞时的

无穷小量,O(1)表示当n→ ∞ 时的有界量.

2 主要结果的证明

由于本文的目的是寻求问题(1)的正解,从而假定当x ∈Ω,t≤0时f x,t( ) =0.问题(1)所对应的
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能量泛函定义为

Jλ(u)=
1
2∫Ω

|▽u|2dx-
1

2*(α)∫Ω
|x|α(u+)2*(α)dx-λ∫Ω

F(x,u+)dx (5)

其中

u+=max{0,u}   F(x,u+)=∫
u

0
f(x,t)dt

容易验证Jλ(u)∈C1(H1
0(Ω),),从而问题(1)的弱解与Jλ(u)的临界点一一对应.具体地说,称u∈H1

0(Ω)
是方程的弱解,当且仅当

<J'λ(u),φ>=∫Ω
▽u·▽φdx-∫Ω

|x|α(u+)2*(α)-1φdx-

λ∫Ω
f(x,u+)φdx=0,∀φ∈H1

0(Ω) (6)

  引理3 对给定的α>0,若f满足条件(f1)-(f3),则存在λ'>0,使得当0<λ<λ'时,Jλ(u)满
足(PS)c 紧性条件,其中

c<
2+α

2(N +α)S
N+α
2+α

α
(7)

  证  假设{un}⊂H1
0(Ω)是Jλ(u)中的(PS)c 序列,从而存在c∈R,使得当n→ ∞ 时

Jλ(un)→c   J'λ(un)→0 (8)

由(f1)-(f3)及Ω 的有界性知,对任意的ε,ε'>0,存在T0=T0(ε)>0,使得当x∈Ω\{0},t≤T0时,

|f(x,t)t|≤C1(ε)   |F(x,t)|≤C2(ε)

当x ∈Ω\{0},t>T0 时,

|f(x,t)t|≤ε'|x|αt2
*(α)   |F(x,t)|≤

ε'
2*(α)|

x|αt2
*(α)

其中C1(ε),C2(ε)>0.因而当(x,t)∈Ω\{0}×R时

|f(x,t)t|≤C1(ε)+ε'|x|αt2
*(α)   |F(x,t)|≤C2(ε)+

ε'
2*(α)|

x|αt2
*(α)

因此,令

C(ε)=
1
θC1(ε)+C2(ε),θ∈ (2,2*(α))   ε=

ε'
2*(α)+

ε'
θ

从而

F(x,t)-
1
2f
(x,t)t≤F(x,t)-

1
θf(x,t)t≤C(ε)+ε|x|αt2

*(α),(x,t)∈Ω\{0}×R (9)

定义h(x,t)≜|x|α(t+)2*(α)-1+λf(x,t).由式(9)知,存在T1>0,使得当|t|≥T1时,0≤θH(x,

t)≤h(x,t)t,其中

H(x,t)=∫
s

0
h(x,s)ds

即h(x,t)满足Ambrosetti-Rabinowitz条件[8].此外,又由连续性知

H(x,t)-
1
θh(x,t)t≤ max

x∈Ω,0≤t≤T1
H(x,t)-

1
θh(x,t)t{ }≜M1 (10)

从而由式(9)和(10)知,对任意的x ∈Ω,t≥0有

H(x,t)-
1
θh(x,t)t≤M1 (11)

结合式(5),(6)和(11),容易验证{un}在H1
0(Ω)中有界,故存在一个子列仍记作{un},u0∈H1

0(Ω)使得

当n→ ∞ 时满足un →u0 于H1
0(Ω),un →u0 于L2(Ω),un →u0a.e.于Ω,同时由连续嵌入易知{un}在
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L2*(α)(Ω,|x|αdx)上有界,从而存在正常数Cα 使得

∫Ω
|x|α|un|2

*(α)dx≤Cα < ∞

又由(f1)-(f3)知,对任意的ε>0,存在C3(ε)>0使得当(x,t)∈Ω×R时

|f(x,t)t|≤C3(ε)+
ε
2Cα

|x|α|t|2
*(α)

取δ1=
ε

2C3(ε)>
0,当E ⊂Ω,mesE <δ1 时

∫E
f(x,un)undx ≤∫E

f(x,un)un dx≤

∫E
C3(ε)dx+

ε
2Cα∫E

|x|α|un|2
*(α)dx≤

C3(ε)mesE+
ε
2 <ε

因此∫E
f(x,u+

n)undx,n∈N{ } 是等度绝对连续的,由Vitali定理[9]知,当n→ ∞ 时,有

∫Ω
f(x,u+

n)undx→∫Ω
f(x,u+

0)u0dx,∫Ω
F(x,u+

n)dx→∫Ω
F(x,u+

0)dx (12)

令ωn =un -u0,由Brezis-Lieb引理[10]可得

‖ωn‖2=‖un‖2-‖u0‖2+o(1) (13)

∫Ω
|x|α(ω+

n)2
*(α)dx=∫Ω

|x|α(u+
n)2

*(α)dx-∫Ω
|x|α(u+

0)2
*(α)dx+o(1) (14)

从而由(8),(12),(13)和(14)式推得

lim
n→∞
<J'λ(un),u0>=‖u0‖2-∫Ω

|x|α(u+
0)2

*(α)dx-λ∫Ω
f(x,u+

0)u0dx=0

‖ωn‖2-∫Ω
|x|α(ω+

n)2
*(α)dx=o(1) (15)

并由式(9)知

Jλ(u0)=
1
2-

1
2*(α)

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

|x|α(u+
0)2

*(α)dx-λ∫Ω
F(x,u+

0)-
1
2f
(x,u+

0)u+
0dx

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥

1
2-

1
2*(α)

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

|x|α(u+
0)2

*(α)dx-λC(ε)|Ω|+ε|x|αCα( )

故存在λ'>0,使得当0<λ<λ'时,Jλ(u0)≥0.联立式(12)-(15),得

Jλ(u0)+
1
2‖ωn‖2-

1
2*(α)∫Ω

|x|α(ω+
n)2

*(α)dx=c+o(1) (16)

由式(15)知,假定存在{ωn}的子列仍记作{ωn},使得

lim
n→∞

‖ωn‖2=l≥0   lim
n→∞∫Ω

|x|α(ω+
n)2

*(α)dx=l

又由Sα 的定义知l≥Sαl
2

2*(α),从而要么l=0,要么l≥S
N+α
2+α

α .由式(16)得

c=Jλ(u0)+
1
2-

1
2*(α)

æ

è
ç

ö

ø
÷l≥

2+α
2(N +α)S

N+α
2+α

α

这与式(7)相矛盾,故l=0,从而当n→ ∞ 时un →u0.也就是说,Jλ(u)满足(PS)c 条件.
引理4 假定f 满足条件(f1)-(f4),则存在vε ∈H1

0(Ω),vε ≢0使得

sup
t≥0

Jλ(tvε)<
2+α

2(N +α)S
N+α
2+α

α

  证  由vε(x)的定义(4),可定义
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φ(t)=Jλ(tvε)=
t2

2‖vε‖2-
t2

*(α)

2*(α)-
λ∫Ω

F(x,tvε)dx

φ
︵(t)=

t2

2‖vε‖2-
t2

*(α)

2*(α)
   t≥0

由φ
︵(t)的定义知,

φ
︵(0)=0   lim

t→+∞
φ
︵(t)=-∞   lim

t→0+
φ
︵(t)>0

因而φ
︵(t)在某个t=t* 处取得上确界,在区间[0,t*]内单调递增,并且φ'

︵(t*)=0,则

sup
t≥0

φ
︵(t)=φ

︵(t*)=
2+α

2(N +α)‖vε‖
2(N+α)
2+α (17)

结合估计式(5),有

‖vε‖2=
‖uε‖2

∫Ω
|x|α|uε|2

*(α)dx( )
2

2*(α)
=Sα +Oε

N-2
2+α( )

sup
t≥0

φ
︵(t)=

2+α
2(N +α)S

(N+α)
2+α

α +Oε
N-2
2+α( ) (18)

由于当t≥0时,φ(t)≤φ
︵(t),因此联立式(17)和(18)知,存在T2 >0,使得当T2 ∈ (0,t*)时,

sup
0≤t≤T2

φ(t)≤ sup
0≤t≤T2

φ
︵(t)<

2+α
2(N +α)S

N+α
2+α

α

另一方面,由(f4)知f(x,t)关于第二个变量单调递增,因而F(x,t)也关于第二个变量单调递增,并

且0∈Ω,从而存在足够小的ρ0 >0,使得

∫Ω
F(x,tvε)dx≥∫Bρ0(0)

F(x,tvε)dx

因此

sup
t≥T2

φ(t)<sup
t≥0

φ
︵(t)-λ∫Ω

F(x,T2vε)dx≤
2+α

2(N +α)S
N+α
2+α

α +Cε
N-2
2+α -λ∫Bρ0(0)

F(x,T2vε)dx

取0<ε<ρ2+α
0 ,从而对于x ∈Bρ0(0),由式(3)和(4)知

vε(x)=
uε(x)

∫Ω
|x|α|uε|2

*(α)dx( )
1

2*(α)
≥

C4ε
N-2
2(2+α)

ε+|x|2+α( )
N-2
2+α
≥

C4ε
N-2
2(2+α)

2ρ2+α0( )
N-2
2+α
≜Cρ0ε

N-2
2(2+α)

对给定的x ∈Bρ0(0),当ε→0时,

C4ε
N-2
2(2+α)(ε+|x|2+α)-

N-2
2+α →0

结合vε(x)的定义知对给定的x ∈Bρ0(0),当ε→0时,vε(x)→0.又由(f3)知

lim
t→0+

F(x,t)
t2 =+∞

从而

sup
t≥T2

φ(t)<sup
t≥0

φ
︵(t)-λ∫Ω

F(x,T2vε)dx≤

2+α
2(N +α)S

N+α
2+α

α +ε
N-2
2+α C-λT2

2∫Bρ0(0)

F(x,T2vε)
(T2vε)2

·v2
ε

ε
N-2
2+α
dx

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ≤

2+α
2(N +α)S

N+α
2+α

α +ε
N-2
2+α C-λT2

2C2
ρ0∫Bρ0(0)

F(x,T2vε)
(T2vε)2

dx
æ

è
ç

ö

ø
÷ <

2+α
2(N +α)S

N+α
2+α

α

因此,对足够小的ε满足

sup
t≥0

Jλ(tvε)=sup
t≥0

φ(t)<
2+α

2(N +α)S
N+α
2+α

α
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即结论得证.

定理1的证明 由嵌入不等式知|u|2≤C‖u‖,∫Ω
|x|α|u|2

*(α)dx≤C‖u‖2
*(α).由(f1)-(f3)

及Ω 的有界性知,存在M2 >0,使得当(x,t)∈Ω\{0}×R时,

|F(x,t)|≤M2+
1
λ

|x|αt2
*(α)

2*(α)
从而

Jλ(u)=
1
2∫Ω

|▽u|2dx-
1

2*(α)∫Ω
|x|α(u+)2*(α)dx-λ∫Ω

F(x,u+)dx≥

1
2‖u‖

2-
2C
2*(α)

‖u‖2
*(α)-λM2|Ω|

因此,对足够小的ρ>0和λ>0,存在λ* >0,使得当0<λ<λ*,‖u‖=ρ时,Jλ(u)>0;当

0<λ<λ*,‖u‖ ≤ρ 时,Jλ(u)≥-C*,其中

C* =
2C
2*(α)ρ

2*(α)+λ*M2|Ω|

取0≠u1 ∈H1
0(Ω)∩L∞(Ω),M3=

‖u1‖2
(λ|u+

1|22)
,由(f3)知,存在δ2>0,使得当|t|<δ2 时|F(x,

t)|≥
3
4M3|t|2.因此,当0<λ<λ*,|u1|<δ2,0<r<minρ,

δ2

|u+
1|∞{ } 时

Jλ(ru1)=
1
2r

2∫Ω
|▽u1|2dx-

1
2*(α)

r2
*(α)∫Ω

|x|α|u+
1|2

*(α)dx-λ∫Ω
F(x,ru+

1)dx≤

1
2r

2∫Ω
|▽u1|2dx-

3
4λM3r2|u+

1|22=-
1
4∫Ω

|▽u1|2dx<0

从而对足够小的u,有Jλ(u)<0,

inf
u∈Bρ(0)

Jλ(u)<0< inf
u∈∂Bρ(0)

Jλ(u)

应用Ekeland变分原理[10]知,存在极小化序列{um}⊂Bρ(0)使得

Jλ(um)≤ inf
u∈Bρ(0)

Jλ(u)+
1
m   Jλ(z)≥Jλ(um)-

1
m‖z-um‖,z∈Bρ(0)

因此,当m→∞时‖J'λ(um)‖→0,Jλ(um)→cλ.其中cλ 是Jλ(u)在Bρ(0)的下确界,Bρ(0)是H1
0(Ω)

中的闭凸集.因此,存在uλ ∈Bρ(0)⊂H1
0(Ω)和{um}的子列仍记作{um},对所有φ ∈H1

0(Ω),有

lim
m→∞
<J'λ(um),φ>=∫Ω

▽uλ·▽φdx-∫Ω
|x|α(uλ)2

*(α)-1
φdx-λ∫Ω

f(x,u+
λ)φdx=0

即<J'λ(uλ),φ>=0,对任意的φ∈H1
0(Ω).故uλ 是Jλ(u)的临界点.另一方面,由‖u-

λ‖2=-<J'λ(uλ),

u-
λ>=0知,u-

λ =0.由强极大值原理知uλ >0,定理1得证.
下证当f 满足(f1)-(f4)时问题(1)正解的多重性.
定理2的证明  一方面,对ρ,λ 足够小,存在a>0,使得当0<λ<λ* 时,

inf
‖u‖=ρ

Jλ(u)≥a>0

另一方面,由Jλ(tvε)的定义知,

Jλ(0)=0   lim
t→+∞

Jλ(tvε)=-∞

从而存在v*,t
︵
>0满足 ‖t︵v*‖ >ρ,取e=t

︵v*,则有Jλ(e)<0.从而由山路定理[10]知,定义

c2=inf
g∈τ
max

t∈[0,1]
Jλ(g(t)),τ={g∈ (C[0,1],H)|g(0)=0,g(1)=1}

则c2≥a>0,Jλ(u)关于c2 有临界序列.因此,当f满足(f1)-(f4)时,由引理3和定理1知,存在λ︵ >0,

λ︵= min{λ',λ*}使得当0<λ<λ︵ 时
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c2 <
2+α

2(N +α)S
N+α
2+α

α

因而问题(1)存在第二个正解vλ,并有Jλ(vλ)=c2>0.故此时,问题(1)至少有两个正解uλ 和vλ,并且

Jλ(uλ)<0<Jλ(vλ).
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PositiveSolutionsforNonlinearEllipticBoundary
ValueProblemswithCriticalHénonExponent

WANGQi-feng, DENGZhi-ying
SchoolofScience,ChongqingUniversityofPostsandTelecommunications,Chongqing400065,China

Abstract:Inthispaper,weareconcernedwithaclassofnonlinearellipticboundaryvalueproblemswith
criticalHénonexponent.ApplytheEkelandvariationalprincipleandthestrongmaximumprinciple,we
provetheexistenceofthepositivesolutionfortheaboveproblem.Furthermore,byvirtueofthemountain
passlemmaweestablishthemultiplicityofthepositivesolutionsundercertainappropriateconditions.
Keywords:positivesolution;mountainpasslemma;criticalHénonexponent;Ekelandvariationalprinci-

ple
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