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基于形变 Woods-Saxon势和
大型笛卡尔基下的单粒子计算①
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摘要:通过用基矢展开法计算解决了在 Woods-Saxon势的平均场下的定态Schrödinger方程,从而得到单粒子在形

变势中,处于单个谐振子壳层空间的能量本征值和能量本征函数.这个方法的实质在于写出 Hamiltonian的代表矩

阵,在此基础上再将矩阵对角化.最后,给出了主要的计算公式,并对计算结果进行了讨论.
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求解单粒子在平均场中的能量本征值方程是研究核性质的一个非常基础的工作.在平均场中计算单粒

子的本征值和本征函数是核物理中必须解决的首要问题.而且,单粒子波函数是构成多粒子体系波函数必

需的基础,原子核壳结构的发现就是来自这种平均场方法.在研究壳模型的时候,需要考虑单核子处于由

谐振子势形成的多个确定的N壳层[1].由于壳层间的能量间距较大,本研究只考虑单粒子处于由谐振子势

形成的单个确定的N壳层时,在形变势中的本征值和本征函数.
为了解释原子核的基态性质,人们提出了许多模型,如宏观 微观模型(macroscopic-microscopic)模

型[2]、非相对论的Hartree-Fock模型[3]和相对论平均场(RMF)模型[4].本研究的主要工作是在形变平均场

中基于 Woods-Saxon势和谐振子基下的单粒子计算.形变粒子的 Hamiltonian大多通过Skyrme类型的有

效核子 核子相互作用的 Hartree-Fock自洽约束计算得到,自洽的过程需要大型服务器运算,过程复杂,

耗时很长,而本研究的方法仅仅是用 Woods-Saxon势的唯象平均场代替自洽求解单体势,目前并没有采用

相同方法来研究同类问题的论文.这个方法的原理是在以谐振子为基的截位展开式中找Schrödinger方程

的本征函数,简言之,这个方法解决问题的实质是求出Hamiltonian的矩阵形式.这个方法具有两个不同阶

段的特征,先是引用谐振子基来建立Hamiltonian的矩阵形式,然后使这个矩阵对角化来获得本征值和本

征矢量.这种计算方法简单,计算量较小,运行很快.

1 Schrödinger方程

单体形变势的Schrödinger方程:

H|ϕi>=Ei|ϕi> (1)
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方程中H 代表核子(中子或质子)系统的Hamiltonian,Ei 和ϕi 分别代表系统的本征值和本征函数.通过求

矩阵特征值和特征矢量的方法求解方程(1),选用柱坐标中的谐振子波函数为基矢,在基矢空间中将矩阵

H 对角化.
核子(质子和中子)的Hamiltonian表示为

H =T+V+Vso +eϕC (2)

式中:T,V 和Vso 分别表示动能、势能和自旋轨道耦合能;对于质子来说,库仑势表示为ϕC;e是电子.动

能表示为

T=
ћ2

2m
·∇2 (3)

式中:ћ为普朗克常数,m 为核子质量.由于核力是短程力,那么原子核可以通过相对论平均场这一量子多

体体系唯象描述.对于形变核,将V 定义为[5]

V(r)=
V0

1+exp(RVLV/aV)
(4)

其中:V0,RV 和aV 是平均场参数;LV 为准半径.

Vso =
1
ћ
(∇S(r)∧p)σ (5)

(5)式中p=
ћ
i∇

为核子的动量,σ=(σx,σy,σz)为泡利矩阵.平均场中Vso 与V 有相同的定义:

S(r)=
κ

1+exp(RsoLso/aso)

其中:κ 是自旋轨道耦合强度,Rso 和aso 是有关S(r)平均场参数,Lso 是自旋轨道平均场的准半径.
对于质子来说,库仑势可以通过液滴模型近似得到

ϕC(Z,P,ϕ)=
ρcharge
4∫

Z2

Z1

dz∫
2π

0

dϕ
-(z-Z)

∂ρ2S
∂z +2ρ2S-2ρSPcos(ϕ-ϕ)-2P

∂ρS
∂ϕ
sin(ϕ-ϕ)

(z-Z)2+ρ2S+P2-2ρSPcos(ϕ-ϕ)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(6)

式中:ρS 为质子核面密度;ρcharge 是液滴模型的电荷密度,即

ρcharge=(Z
'
-1)e/(4/3)πR3

ch

其中:(Z
'
-1)是液滴模型中的质子数,Rch 是电荷密度.

2 平均场的形变参数

满壳外只有一个核子时,满壳层是球形,而壳外核子具有确定的轨道角动量,所以它的分布几率不是

球形,这将导致原子核出现非球形变化.这个壳外核子的运动使核心受到一定的力,从而使核心跟着产生

形变.这就叫壳外核子对满壳层核心的“极化”作用.原子核的形变主要也是由这种极化作用引起的.另外,

核心中的核子间有相互作用,可以反抗外围核子对核心的极化作用而尽量保持原型[6].
中心平均势的表面形变信息是无量纲的准半径LV(r)给出[7]:

LV(r)=
ΠV(r)

RV‖∇ΠV(r)‖
(7)

式中:

ΠV(r)= πV(r)-πVmin - -πVmin
(8)

其中πVmin
是πV(r)的绝对小值.

将中心势相互作用面定义为
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πV(r)=
x2

A2
V
+

y2

B2
V
+

z2

C2
V
-1=0 (9)

同理可得出自旋轨道相互作用势面和库伦相互作用势面的表达式为

πso(r)=
x2

A2
so

+
y2

B2
so

+
z2

C2
so

-1=0 (10)

πch(r)=
x2

A2
ch

+
y2

B2
ch

+
z2

C2
ch

-1=0 (11)

这里的3个曲面具有核面对称性,也就意味着

π(x,y,z)=π(-x,y,z)=π(x,-y,z)=π(x,y,-z) (12)

那么对于两个中心势、自旋 轨道耦合势和库仑势,就可以得到:

V(-x,-y,-z)=V(x,y,z) (13)

S(-x,-y,-z)=S(x,y,z) (14)

ϕC(-x,-y,-z)=ϕC(x,y,z) (15)

由于(13)、(14)和(15)可以看出宇称

pa =(-1)nx+ny+nz =±1 (16)

如果nx +ny +nz 为偶数,则宇称为正;如果nx +ny +nz 为奇数,那么宇称为负.此外,这里也体现了

Kramer简并,事实上本征值的双重简并与旋称qK 有关

qK =(-1)nx+ny∑=±
1
2

(17)

体系具有时间反演不变性,久期矩阵分成两个子矩阵,只需要考虑一个,因为两个矩阵具有相同的本征值,

但是本征函数彼此之间时间反演.
由式(6)可知库伦势必须在柱坐标中,因此(6)式中的库伦势曲面可以写为

ρ2S=
1-(z/Cch)2

{(cosϕ/Ach)2+(sinϕ/Bch)2}
(18)

用玻尔参数(β,γ)表示A,B 和C,即:

A=
R
χ 1+β
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B=
R
χ 1+β
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C=
R
χ 1+β

5
4π
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è
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÷

1/2

cos(γ)é

ë
êê

ù

û
úú (21)

式中:R 是半径,χ 是确保体系守恒的条件[7].
对于中子数和质子数而言,首先应该定义两个辅助量[8]:

δ
∧
=

N -Z
A +0.0112

Z2

A
5
3

1+
3.15

A
1
3

(22)

ε
∧
=-
0.147

A
1
3

+0.330δ
∧2+

0.00248Z2

A
4
3

(23)

在计算过程中,参数V0,RV,Rso 和Rch 通过液滴模型推到得到[7].

V0,ZN =-52.5∓48.7δ
∧ (24)
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RV,ZN =R0,ZN 1-
π2

3
aV

R0,ZN
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è
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Rso=R0 1-
π2

3
aso

R0
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è
ç
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úú (26)

Rch=R0-
1
3r0A

1
3 N -Z

N +Z
æ

è
ç

ö

ø
÷-δ

∧] (27)

其中

R0=r0A
1
3(1-ε

∧) (28)

R0,ZN =R0+0.82-
0.56
R0

±0.22δ
∧ (29)

而r0=1.16fm,对于扩散参数aV,aso 和自旋 轨道耦合系数κ,分别为[9]:

aV=0.70fm  aso=0.70fm  κN =17.33MeVfm2  κZ =21MeVfm2 (30)

3 谐振子基函数

为了求解Schrödinger方程(1),基于笛卡尔哈密顿谐振子基下构建Hamiltonian的代表矩阵.谐振子基

函数表示为:

|nxnynzΣ>=inyϕnx
(x)ϕny

(y)ϕnz
(z)·σΣ (31)

式中iny 是复数,

ϕnx
(x)= βxexp[-(βxx)2/2]·hnx

(βxx)其中βx =
mωx

ћ
(32)

hnx
(x)=Hnx

(x)/ (2nx·nx!π
1
2) (33)

同理,在y 和z坐标轴有相同的表示.固有自旋表示为:

σ
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=
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  ћωx,ћωy 和ћωz 为形变参数,用βx,βy 和βz 来代替它们.基函数(23)中量子数nx,ny 和nz 用来表示

无自旋的形变谐振子势:

E(nx,ny,nz)= nx +
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷hωx + ny +

1
2
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è
ç

ö

ø
÷hωy + nz +

1
2
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ø
÷hωz

nx,ny,nz =0,1,2,…,∞ (35)

在计算中采取的形变标准为

nx +
1
2

æ
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ø
÷ћωx + ny +

1
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ø
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÷ћω0 (36)

式中的ћω0 采取的是Nilsson模型[8]:

ћω0 ≈41·A
-
1
3 (37)

核子在谐振子子势阱中运动时的能量为

E(n,l,m)= 2(n-1)+l+
3
2

é

ë
êê
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úúћω0= N +

3
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é

ë
êê

ù

û
úúћω0 (38)

这里的N 指定为主壳层N =2(n-1)+l,其中n 为径向量子数,l是轨道量子数.
以上讨论都没有考虑核子的自旋 轨道耦合问题.事实上核子不但存在自旋 轨道耦合,而且这种耦

合作用很强.由于这种强作用力,核子的能量不仅取决于轨道角动量l的大小,而且取决于轨道角动量l
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相对于s的取向.s与l平行时,总角动量j的量子数j=l+
1
2
;s与l反平行时,总角动量j的量子数

j=l-
1
2.这两种情况下能量是不同的.而且j=l+

1
2

小于j=l-
1
2

的能级.自旋轨道耦合后,同一

条l能级将劈裂成两条[6].于是得到新的能级:

E n,l,j=l∓
1
2

æ

è
ç
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ø
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é

ë
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4 Hamiltonian代表矩阵元

在上面的谐振子基下,Hamiltonian 矩阵元素的计算形式为

<n'x,n'y,n'z,∑'|H|nx,ny,nz,∑>=
<n'x,n'y,n'z,∑'|T+V+Vso +e·ϕ

C|nx,ny
,nz,∑> (40)

动能T 矩阵元素可通过下式直接求得

<n'x,n'y,n'z,∑'|T|nx,ny,nz,∑>=14δ∑∑'i
(ny-n'y)[ћωzδnxn'x

δnyn'y
δnzn'z

(2nz +1)-

ћωzδnxn'x
δnyn'y

δnzn'z +2 n'z(nz +1)-

ћωzδnxn'x
δnyn'y

δnzn'z -2 nz(n'z +1)+cycl] (41)

由于势能V 不依赖自旋,在(13)式的条件下,平均势的矩阵元素可表达为

<n'x,n'y,n'z,∑'|V|nx,ny,nz,∑>=<n'x,n'y,n'z|V|nx,ny,nz>×δ∑'∑
(42)

式中:

<n'x,n'y,n'z|V|nx,ny,nz>=

i
(ny-n'y)∭ϕn'x

(x)ϕn'y
(y)ϕn'z(z)V(x,y,z)ϕn'x

(x)ϕn'y
(y)ϕn'z

(z)dxdydz=

i
(ny-n'y)∫

+∞

-∞
∫
+∞

-∞
∫
+∞

-∞

e-(x2+y2+z2)hn'x
(x)·hn'y

(y)·hn'z
(z)×

V(x
βx
,y
βy
,z
βz
)·hn'x

(x)·hn'y
(y)·hn'z

(z)·dxdydz (43)

量子数β0=
mω
ћ
,βx =

mωx

ћ
,βy =

mωy

ћ
和βz =

mωz

ћ
通过数值计算得

mω
ћ =

mc2

ћ2c2
ћω (44)

因为mpc2=938.2592MeV,mnc2=939.553MeV,ћc=197.32879MeVfm.因此可以得到

mpc2
(ћc)2=tp =0.0240958315MeV-1fm-2 (45)

mnc2
(ћc)2=tn =0.0241290571MeV-1fm-2 (46)

于是,可以得到

β0= t·ћω0   βx = t·ћωx   βy = t·ћωy   βz = t·ћωz (47)

式中t=tp 或t=tn.
自旋 轨道耦合势能Vso 的矩阵元素可以依照V 的矩阵元素表达.通过简单的计算可得到
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<n'x,n'y,n'z,∑'|Vso|nx,ny,nz,∑>=
mω0

2ћ 2Bz<∑'|σz|∑>+B+ <∑'|σ-|∑>+B- <∑'|σ+|∑>[ ] (48)

式中:

σ±=σx ±σy (49)

B±=Bx∓By (50)

Bx =
ωyωz

ω2
0
[- n'y(nz +1)<n'x,n'y -1,n'z|S|nx,ny,nz +1>-

- ny(n'z +1)<n'x,n'y,n'z +1|S|nx,ny -1,nz>-

nz(n'y +1)<n'x,n'y +1,n'z|S|nx,ny,nz -1>-

n'z(ny +1)<n'x,n'y,n'z -1|S|nx,ny +1,nz>] (51)

By =
ωzωx

ω2
0
[- n'z(nx +1)<n'x,n'y,n'z -1|S|nx +1,ny,nz>-

nz(n'x +1)<n'x +1,n'y,n'z|S|nx,ny,nz -1>-

nx(n'z +1)<n'x,n'y,n'z +1|S|nx -1,ny,nz>-

n'x(nz +1)<n'x -1,n'y,n'z|S|nx,ny,nz +1>] (52)

Bz =
ωxωy

ω2
0
[- n'x(ny +1)<n'x -1,n'y,n'z|S|nx,ny +1,nz>-

nx(n'y +1)<n'x,n'y +1,n'z|S|nx -1,ny,nz>-

ny(n'x +1)<n'x +1,n'y,n'z|S|nx,ny -1,nz>-

n'y(nx +1)<n'x,n'y -1,n'z|S|nx +1,ny,nz>] (53)

5 计算结果

基于以上理论计算了126Ba基于Woods-Saxon势下的单粒子形变的定态Schrödinger方程,得到相应的

本征值和本征函数.事实上,这个计算解决Schrödinger方程的方法纯粹运用的数值计算,这个程序每次

只能计算一种粒子,为了计算中子和质子,这个程序必需执行2次.运行过程中选取的Nmax=10,这使

得结果会有一些离散误差,但不超过0.05MeV.壳层Nmax 可以根据精度选取,一般Nmax 的值越大,精

度越高[10].
用这个程序计算了所有Ba的同位素能级.并对Ba的质子和中子得出的数值进行了构图分析.图1

是126Ba随着粒子数的增加的中子能量.在微观系统中在没有单粒子效应下所有的能级呈现的是一条光滑的

曲线,但是单粒子的离散性造成了一些波动并且是关于单粒子数n单调递增的.离散能En 被认为是由水平

线和垂直线组成的“阶梯”函数εstair(n).如果不考虑单粒子的波动那么就在“阶梯”函数的基础上得带一条

光滑的曲线ε(n)[11].
壳修正能能量的大小只与费米面λ 附近的单粒子能级有关,这里126Ba的中子壳修正能ΔESH=ε(n)-

ε(n)>0.这还可以解释壳修正能量的正负问题.其实在图1中还可以发现中子数为幻数的位置的壳修正能

量均为最大负修正,这使幻数核具有相当大的稳定性,而且介于两个满壳层的核,不管壳修正能是从负到

正,还是从正到负都说明了这些核发生了或大或小的形变[12].
基于 Woods-Saxon势,算出了核的实际单粒子能级.表1给出了126Ba的中子和质子单粒子能级的对应
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值.图2给出了126Ba 的中子和质子的单粒子能级的比较.

图1 126Ba中子实际的单粒子能级

εstair(n)和光滑的单粒子能级ε(n)曲线

图2 126Ba中子和质子的

单粒子能级比较图

表1 126Ba的中子和质子单粒子能级对应值

能级 1/2 3/2 1/2 5/2 1/2 3/2 7/2 3/2 5/2 1/2 9/2

N -38.62 -32.24 -30.07 -23.46 -21.30 -19.02 -14.16 -12.03 -8.75 -7.78 -3.83

P -28.73 -22.98 -20.08 -14.48 -13.04 -10.78 -5.54 -2.70 0.42 1.05 5.08

  原子核是由两种不同的费米子(中子和质子)组成,同样126Ba中的质子和中子也各自遵循Pauli原理,
126Ba的原子核中也存在着质子壳和中子壳,因此质子和中子分别有各自的单粒子能级体系.当中子数或质

子数为2,8,20,28,50,82,126时,这些元素非常稳定,这些数目称为幻数.幻数同样与原子核的壳层效应直

接相关,从图2可以看出126Ba很清晰的壳结构,幻数也很好地体现出来.同时也明显可以看出中子和质子

相同的能级,质子的位阱比中子的位阱高,即质子的费米面高于中子的费米面.

6 结束语

本研究主要是基于 Woods-Saxon势,通过选取谐振子基的壳层来求解Schrödinger方程,从而得到单

粒子能级.精确地求解单粒子能级特性是整个壳修正能量计算的基础.单粒子能级的计算影响着壳修正能

的计算.光滑能级是从实际单粒子能级中提取出来的,本研究对Ba同位素的计算,并通过图形软件对126Ba
数据的处理给出了质子和中子的单粒子能级图,可以清楚地展现壳结构.
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CalculationofSingleParticleforaDeformedWoods-Saxon
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Abstract:WesolvetheSchrödingerequationofthestationarystateforanaveragenuclearpotentialof

Woods-Saxontypebytheirexpansionoftheharmonicoscillator.Andthen,weobtaintheeigen-valuesand

eigen-functionsforasingleparticlelocatedinsingleshellofharmonicoscillator.Theessenceofthemethod

consiststowritetherepresentativematrixofHamiltonian,inthisbasis,diagonalizesthismatrix.Inthis

paper,wegivethemainformulasanddiscusstheresult.
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