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群的融合自由积的广义拟Frattini子群①
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摘要:引入了一类与子群的正规性相关的广义拟Frattini子群:n拟Frattini子群.研究了任意多个子群的具有循环

融合自由积的n拟Frattini子群,并证明了相应的定理.同时研究了n拟Frattini子群的n拟可裂性质,分别得到了下n

拟Frattini子群和上n拟Frattini子群的n拟可裂性质.
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1972年,文献[1]研究了两个子群的具有循环融合自由积的Frattini子群,得到了如下令人感兴趣的

定理:
定理1[1] 设群G 是两个子群A 和B 的具有融合子群H 的自由积,即G=A*HB,其中H 是任意循

环群.如果N 是含于H 的G 的正规子群,那么:

Φ(A)∩N ≤Φ(G)   Φ(B)∩N ≤Φ(G)
其中Φ(A),Φ(B)和Φ(G)分别是A,B 和G 的Frattini子群.

此后,文献[2-4]考虑了群的这种广义自由积的广义Frattini子群,得到了若干个推广的结果.
例如,文献[2]利用下拟Frattini子群是由所有非拟生成元构成的特征子群这一特性,将定理1推广到

任意多个子群的具有循环融合自由积的下拟Frattini子群,并且提出了两个公开问题,其中第二个公开问

题是关于这种类型的广义自由积的上拟Frattini子群的.文献[3]考虑了自由因子都是E' 群的任意多个子

群的具有循环融合自由积的上拟Frattini子群,从另一角度推广了定理1,部分地回答了上述的第二个公开

问题,其中应用了上拟Frattini子群的定义:群的上拟Frattini子群为它的所有拟极大子群的交[5].
文献[6]考虑了一类广义拟Frattini子群,引入了一类与子群的正规性相关的广义拟Frattini子群:

n拟Frattini子群、上n拟Frattini子群和下n拟Frattini子群,并且研究了它们的基本性质.
本文的第2节首先利用群G 的下n拟Frattini子群Un(G)等于G 的所有非n拟生成元组成的集合这一特

性,讨论了任意多个子群的具有循环融合自由积的下n拟Frattini子群,得到了与文献[2]的定理6类似的结

论(参见定理2),然后利用群G 的上n拟Frattini子群Vn(G)是G 的所有n拟极大子群的交这一特性,考虑了

因子群都是nE' 群的任意多个子群的具有循环融合自由积的上n拟Frattini子群,推广了文献[3]中定理3.2
的结果(参见定理3).

本文的第3节考虑了群的n拟Frattini子群的n拟可裂性质,分别得到了下n拟Frattini子群和上n拟Frattini
子群的n拟可裂性质(参见定理4和定理5).
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1 基本概念

本节将给出文章需要使用的一些广义拟Frattini子群和群的具有融合子群的自由积的相关概念.
定义1 设x 是群G 的元素.如果存在G 的某一子集S,使得|G∶SG|是无限的,但是|G∶<x,S>G|

是有限的,那么称x 是G 的n拟生成元.于是,如果对任意满足|G∶<x,S>G|有限的子集S,都有|G∶SG|
是有限的,那么称x 是G 的非n拟生成元,其中SG 表示S 在G 中的正规闭.

很容易知道下面定义与此等价:
定义2 设x 是群G 的元素.如果存在G 的某一正规子群S,使得|G∶S|是无限的,但是|G∶xGS|

是有限的,那么称x 是G 的n拟生成元.于是,如果对于任意具有性质|G∶xGS|是有限的G 的正规子群S,
都有|G∶S|是有限的,那么称x 是G 的非n拟生成元.

群G 的下n拟Frattini子群Un(G)等于G 的所有非n拟生成元构成的特征子群.
定义3 设G 是一个群,且M 是群G 的正规子群,如果|G∶M|是无限的,但对任意的M <N◁G,

都有|G∶N|是有限的,那么称M 为G 的n拟极大子群.
群G 的上n拟Frattini子群Vn(G)等于G 的所有n拟极大子群的交构成的特征子群,如果G 的n拟极大子

群不存在,那么G 的上n拟Frattini子群定义为Vn(G)=G.
定义4 如果群G 的每一个具有无限指数的子群包含在一个n拟极大子群中,那么称G 为nE' 群.
定义5 设H 是群G的正规子群,如果存在一个G的具有无限指数的正规子群K,使得|G∶HK|<∞

且H ∩K=1,则称G 关于Hn拟可裂.
下面我们回忆群的具有融合子群的自由积的定义,这里我们使用文献[7]中的定义,但是采用文献[8]

中的自由积的记号.
定义6 设Γ 是一个指标集,其基数大于1.S 是群G 的生成元集.令S= ∪

γ∈Γ
Sγ 是群G 的某些子集

Sγ 的并,对每一指数γ∈Γ,Gγ = <Sγ>,Rγ 为Gγ 的定义关系集合.如果R= ∪
γ∈Γ

Rγ 恰好为群G 的定义

关系集合,那么称G 为诸子群Gγ 的广义自由积.因为没有假设Sα 和Sβ 是不相交的,故可以假设

Gα ∩Gβ =Hαβ =Hβα ≠1
如果对所有α≠β都满足Hαβ =1,那么称G 为诸子群Gγ 的自由积.如果假设对所有α≠β都有Hαβ =H,
其中 H 为G 的子群,那么称G 为诸子群Gγ 的具有融合子群H 的自由积,且记为G=*γ∈Γ(Gγ;Hγ),其

中对任意γ∈Γ,Hγ 都同构于H.

2 群的融合自由积的广义拟Frattini子群

在本节中,我们考虑群的融合自由积的下n拟Frattini子群和上n拟Frattini子群的性质.
引理1[2,9] 设 H 和K 是群G 的任意两个子群,则

|K∶H ∩K|=|KH∶H|
这里|KH∶H|可看为H 在集合KH 中左陪集的个数.进而,如果|G∶H|是有限的,那么|K∶H ∩K|
也是有限的,且有

|K∶H ∩K|≤|G∶H|
当且仅当G=HK 时,其中的等号成立.

文献[2]给出了任意多个群的具有循环融合自由积的下拟Frattini子群的结果,下面我们利用群G 的

下n拟Frattini子群是G 的所有非n拟生成元组成的特征子群这一事实,给出任意多个群的具有循环融合自由

积的下n拟Frattini的相应结果:
定理2 设G=*γ∈Γ(Gγ;Hγ)是任意子群簇{Gγ}γ∈Γ 具有融合子群H 的自由积,其中H 是任意一个

循环群.如果N 是含于H 的G 的任意正规子群,那么对任意指标γ∈Γ,都有Un(Gγ)∩N ≤Un(G).
证  为了证明Un(Gγ)∩N ≤Un(G)(γ∈Γ 是任意给定的一个指标),只需证明Un(Gγ)∩N 的任
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意元素都是G 的非n拟生成元.设x ∈Un(Gγ)∩N,由于<x>是循环子群 N 的特征子群且N◁—G,故

<x>◁G.设S 是G 的任意满足性质

|G∶xGS|=|G∶<x>S|< ∞
的正规子群.由引理1,可以知道对群G 的任意两个子群H 和K,如果

|G∶H|< ∞
那么

|K∶H ∩K|< ∞
由此结果,我们有

|Gγ∶(<x>S)∩Gγ|=|G ∩Gγ∶(<x>S)∩Gγ|< ∞
但是利用Dedekind模律[8]就有

(<x>S)∩Gγ =<x>(S∩Gγ)
从而

|Gγ∶<x>(S∩Gγ)|< ∞
由于x 是Gγ 的非n拟生成元,故

|Gγ∶S∩Gγ|< ∞
用<x>分别与Gγ 和S∩Gγ 相交,再次利用引理1即得

|<x>S∶S|=|<x>∶S∩ <x>|< ∞
但是由文献[8]的1.3.5,有

|G∶S|=|G∶<x>S|×|<x>S∶S|
从而

|G∶S|< ∞
即x 是G 的非n拟生成元.由x 的任意性,得Un(Gγ)∩N ≤Un(G).证毕.

文献[3]给出自由因子都是E' 群的任意群的具有循环融合子群的自由积的上拟Frattini子群的结果,
下面我们利用群的上n拟Frattini子群是所有n拟极大子群的交构成的特征子群这一性质,给出自由因子都

是nE' 群的任意群的具有循环融合子群的自由积的上n拟Frattini子群的相应结果.
定理3 设G=*γ∈Γ(Gγ;Hγ)是任意nE' 子群簇{Gγ}γ∈Γ 具有融合子群H 的自由积,其中H 是任意

一个循环群.如果N 是含于H 的G 的任意正规子群,那么对任意指标γ∈Γ,都有Vn(Gγ)∩N ≤Vn(G).
证  设x∈Vn(Gγ)∩N(γ∈Γ 是任意给定的一个指标),要证明x∈Vn(G),只需证明x 是G 的每

个n拟极大子群的元素.与定理2证明过程类似,可得<x>◁G.设M 是G的任意n拟极大子群,则|G∶M|= ∞.
现在要证明x∈M,只需证明

|G∶<x,M>G|=|G∶<x>M|=∞
假设该式不成立,则

|G∶<x>M|< ∞
用Gγ 分别与G 和<x>M 相交,即可得

|Gγ∶Gγ ∩ (<x>M)|=|Gγ∶<x>(Gγ ∩M)|< ∞
假如|Gγ∶Gγ ∩M|< ∞.由于<x>M ≤GγM 且|Gγ∶M ∩Gγ|=|GγM∶M|(由引理1可得),从

而|<x>M∶M|< ∞.即可得

|G∶M|=|G∶<x>M|×|<x>M∶M|< ∞
这矛盾于M 是G 的n拟极大子群.故

|Gγ∶(Gγ ∩M)|=∞
由于Gγ 是nE' 群,所以存在Gγ 的一个n拟极大子群S,使得

Gγ ∩M ≤S
又由于
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x∈Vn(Gγ)≤S
故有

|Gγ∶S|=|Gγ∶<x>S|≤|Gγ∶<x>(Gγ ∩M)|< ∞
这与S 是Gγ 的一个n拟极大子群相矛盾.因此

|G∶<x>M|=∞
从而x ∈M.由M 的任意性知x ∈Vn(G),即得Vn(Gγ)∩N ≤Vn(G).证毕.

3 n拟Frattini子群的n拟可裂性质

文献[10]给出了拟Frattini子群的拟可裂性质,下面我们在此基础上研究n拟Frattini子群的n拟可裂性

质.本节中我们采用文献[10-12]的记号.
首先给出下n拟Frattini子群的n拟可裂性质.
定理4 设 H 是群G 的素数阶的正规子群,则Un(G)∩H =1当且仅当G 关于Hn拟可裂.
证  假定Un(G)∩H=1,那么H 中任意非平凡元素都是G 的n拟生成元.于是对于任意1≠x∈H,

存在G 的一个具有无限指数的正规子群S,使得

|G∶SxG|< ∞
由于 H 是群G 的具有素数阶的正规子群,则

xG =HG =H =<x>
因此

|G∶SH|=|G∶S<x>|=|G∶S<x>G|< ∞
为了证明G 关于Hn拟可裂,仅需证明 H ∩S=1即可.假定这种情况不成立,那么有 H ≤S,从而

|G∶SH|=|G∶S|=∞
这与|G∶SH|< ∞ 矛盾.所以 H ∩S=1.

反之,假定G 关于Hn拟可裂.那么G 中存在具有无限指数的正规子群K,使得|G∶HK|<∞.对任

意1≠x ∈H,有

|G∶KxG|=|G∶KHG|=|G∶KH|< ∞
由群的n拟生成元的定义可知x 是G 的n拟生成元,从而有x ∉Un(G).所以Un(G)∩H =1.证毕.

最后,我们将定理4推广到上n拟Frattini子群的情形,建立如下定理,部分回答了文献[10]中提出的公

开问题:
定理5 设 H 是nE' 群G 的素数阶的正规子群,则Vn(G)∩H =1当且仅当G 关于Hn拟可裂.
证  假定Vn(G)∩H=1,那么H 中任意非平凡元素都不是Vn(G)的元素.于是对任意1≠x∈H,

存在G 的一个n拟极大子群M,使得x ∉M.由群的n拟极大子群的定义|G∶MxG|< ∞ 且

|G∶M|=∞
因此

|G∶MH|=|G∶MxG|< ∞
我们断言M ∩H =1.否则,如果M ∩H ≠1,由于 H 是素数阶群,就有 H ≤M,从而

|G∶MH|=|G∶M|=∞
这与|G∶MH|< ∞ 矛盾.所以 H ∩M =1.

反之,假定G 关于Hn拟可裂,那么G 中存在一个具有无限指数的正规子群K,使得|G∶HK|< ∞.
由于G 是nE' 群,存在G 的一个n拟极大子群M,使得K ≤M,从而

|G∶HM|≤|G∶HK|< ∞
对于任意1≠x ∈H,一定有x ∉M.否则,如果x ∈M,那么 H ≤M,从而

|G∶HM|=|G∶M|=∞
矛盾于|G∶HM|< ∞.从而x ∉Vn(G),所以Vn(G)∩H =1.证毕.
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Abstract:ByinvestigatinggeneralizednearFrattinisubgroupsofafreeproductofanysetofsubgroups
withcyclicamalgamatedsubgroup,similartheoremsareproved.Also,n-nearsplittingpropertiesofthen-
nearFrattinisubgroupareobtained.
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