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具有极大正规化子的有限群①

蹇 祥, 吕 恒

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:设群G 是有限群,若G 的任意循环子群A 都存在素数p,使得|G∶NG(A)| p,则称G 为NP 群.证明了

有限NP 群G 具有Sylow塔且导长至多是5.
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本文考虑的群都是有限群.对群G 的所有交换子群A,显然都有

I≤A ≤CG(A)≤NG(A)≤G
对于这个子群链,一些群论专家就特殊情况做出了一些比较有意义的研究结果.如文献[1]证明了:群G
是交换 群 的 充 分 必 要 条 件 是 G 的 任 意 交 换 子 群 A 有 NG(A)= CG(A).文 献[2]证 明 了:若

NG(A)/CG(A)≅Aut(A)对任意交换子群A 成立,则G 可解.对于交换子群的情况,文献[3]证明了:
如果有限群G 的交换Sylowp 群P 满足NG(P)= CG(P),则G 是p 幂零群.文献[4]研究了一类有

限群,其任意交换子群A 满足NG(A)=CG(A)或者CG(A)= A.文献[5]研究了Sylow子群在其正规

化子的覆盖.文献[6]研究了任意交换子群A 都满足CG(A)= A 或者 NG(A)= G 的群.
本文将研究一类有限群G,其任意循环群A 都存在一个素数p,使得

|G∶NG(A)| p
为了方便,本文称这类群是NP 群.本文证明了非幂零的NP 群G 是可解群,并且群G 具有Sylow塔.对

于非幂零的NP 群G,其结构可以写成

G=Gp1 ×…×Gpm-1
×Gpm

[(Gpm+1
×…×Gpk-1

×Gpk+1
×…×Gps

)*Gpk
]

其中最多只有1个素因子,其Sylow子群不是Dedekind群,且NP 群的导长最多是5.本文中G=[H]K
表示子群 H 与子群K 的半直积,其中 H 是G 的正规子群.

沿用文献[7]中的符号NCM 群,其中NCM 群是非正规循环子群的正规化子皆极大的有限群.本文

给出了比文献[7]更好的关于NP 群的结构刻画.
引理1 NP 群的子群和商群遗传.
证  先证明NP 群的商群遗传.对任意N◁—G,设

M/N =<aN>=<a>N/N
是G/N 的循环子群,易得

NG/N(M/N)≥NG(<a>)N/N
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即

|G/N∶NG/N(M/N)| |G∶NG(<a>)N|
由此表明

|G/N∶NG/N(M/N)|=1,p
其中p 为素数.

下面证明NP 群的子群遗传.对子群B 的任意循环群A,A ≤B ≤G,可得

|B∶NB(A)|=|B∶NG(A)∩B|=|BNG(A)∶NG(A)|
若B ≤NG(A),则

|B∶NB(A)|=1
若B ≤/NG(A),则

|B∶NB(A)|=|G∶NG(A)|=p,1
故NP 群的子群遗传.

引理2 若群G 是非幂零NP 群,则群G 不是单群.
证  设Gps

是G 的Sylowps 子群,其中ps 是整除|G|的最大素数.任意取

1≠a∈Z(Gps
)

若

|G∶NG(<a>)|=1
则G 非单.若

|G∶NG(<a>)|=p
显然p≠ps,则

G/(NG(<a>))G ≲Sp

则

|G/(NG(<a>))G| p!

且

ps⫮|G/(NG(<a>))G|

故

Gps ≤ (NG(<a>))G ≠1
则G 非单.则群G 不是单群.

运用引理1及引理2,我们得到下面结论:
推论1 若群G 是非幂零NP 群,则群G 可解.
证  若群G 是满足条件极小的非可解群,取1≠N◁G.由引理1,G/N 和N 都是NP 群,且:

|G/N|<G   |N|<|G|
从而G/N 和N 都可解,则G 是可解群.

由文献[7]的引理3.2.1可知,当G 幂零时,最多有一个Sylow 子群不是Dedekind群.在后面的证明

中,我们将研究非幂零NP 群的结构特征.
定理1 若群G 是NP 群,则群G 具有Sylow塔.
证  设|G|=pα1

1 …p
αs
s (p1 < … <ps),设Gps

是群G 的Sylowps 子群,ps 是最大素因子.
若存在y∈Gps

使得<y>◁—G,可以考虑G/<y>.由引理1可得,G/<y>也是NP 群,且阶比|G|小.
对G 的阶进行归纳可知G/<y>具有Sylow塔.从而易得G 具有Sylow塔.

若对任意y∈Gps
,都有<y>◁—/G,取

1≠x∈Z(Gps
)

则
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|G∶NG(<x>)|=p≠ps

由引理2的证明可知

Gps ≤ (NG(<x>))G
对G 进行归纳知,(NG(<x>))G 具有Sylow塔,Gps

是(NG(<x>))G 的特征不变子群,因此正规于G.由归

纳法可得,G/Gps
具有Sylow塔,从而群G 具有Sylow塔.

推论2 设群G 是非幂零NP 群,最多只有一个素因子p,其Sylowp 子群不是Dedekind群,且

G=Gp1 ×…×Gpm-1
×Gpm

[(Gpm+1
×…×Gpk-1

×Gpk+1
×…×Gps

)*Gpk
]

特别地,若Gpm
不是Dedekind群,则

G=Gp1 ×…×Gpm-1
×Gpm

[(Gpm+1
×…×Gps

)]

若Gpm
是Dedekind群.最多只有Gpk

不是Dedekind群.

证  设|G|=pα1
1 …p

αs
s ,Gpi

为G 的Sylowpi 子群(其中p1< … <ps).从Gp1
到Gps

,Gpm
是第

一个不正规于G 的子群.则小于pm 的Sylow子群全部是Dedekind群.否则,设Gpr
不是Dedekind群,且

pr <pm.取x∈Gpm
,y∈Gpr

,显然有

|G∶NG(<x>)|=pk

由于群G 具有Sylow塔,因此pk ≥pm.而

|G∶NG(<y>)|=pr

由于<x>,<y>是<xy>的特征不变子群,因此:

NG(<x>)≥NG(<xy>)   NG(<y>)≥NG(<xy>)

得pkpr |G∶NG(<xy>)|,与NG(<xy>)的极大性矛盾.

情况1 若Gpm
不是Dedekind群,则存在x∈Gpm

,使得

|G∶NG(<x>)|=pm

由文献[7]的定理3.2.1得

NGπ
(<x>)=[Tx]A

其中π={pm,…,ps},A 是NGπ
(<x>)的Sylowpm 子群,Tx 是NGπ

(<x>)的交换Hallp'
m 子群.易得

G 只有Sylowpm 子群Gpm
不是Dedekind群.由于G 具有Sylow塔,因此Tx◁—G.得

G=Gp1 ×…×Gpm-1
×Gpm

[(Gpm+1
×…×Gps

)]

  情况2 若Gpm
是Dedekind群,则存在x∈Gpm

,使得

|G∶NG(<x>)|=pk

由文献[7]的定理3.2.1得

NG(<x>)=[Tx]B
其中Tx 是群NGπ

(<x>)的交换 Hallp'
k 子群,且B =Gpm

.易得G 最多只有Sylowpk 子群Gpk
不是

Dedekind群.由于群G 具有Sylow塔,因此

G=Gp1 ×…×Gpm-1
×Gpm

[(Gpm+1
×…×Gpk-1

×Gpk+1
×…×Gps

)*Gpk
]

  情况1的结构可以归结为情况2的结构,故结论成立.
  定理2 NP 群的导长最多为5.特别地,若NP 群G 是p 群,则G 的幂零类至多是3,即G 是亚交

换群.
证  情况1 若NP 群是p 群,则G是亚交换群.由此可知幂零NP 群的导长最多为2.对任意x∈G,

若<x>◁—/G,则

|G∶NG(<x>)|=p
又由于

NG(<x>)◁—G
因此
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G' ≤NG(<x>))
于是可得

G' ≤∩
x∈G
(NG(<x>))

由文献[8]的推论140.8,G' ≤Z2(G).可得G 的幂零类至多是3.故G 是亚交换群.
情况2 从Gp1

到Gps
,Gpm

是第一个不正规于G 的子群,若Gpm
不是Dedekind群,由推论2可知

G=Gp1 ×…×Gpm-1
×Gpm

[(Gpm+1
×…×Gps

)]
由情况1可得,群G 的导长不大于3.

情况3 从Gp1
到Gps

,Gpm
是第一个不正规于G 的子群,若Gpm

是Dedekind群,则导长最多为5.
对任意x,y∈Gpm

,满足<x>◁—/G,<y>◁—/G,由文献[7]的定理3.2.1知:

NGπ
(<x>)=[Tx]Gpm

   NGπ
(<y>)=[Ty]Gpm

   π={pm,…,ps}

  若存在Tx ≠Ty,则有

TxTy =Gπ1◁—G   π1={pm+1,…,ps}
由于Tx,Ty 为交换子群,因此Gπ1

为亚交换子群.由于

G=Gp1 ×…×Gpm-1
×Gpm

[Gπ1
]

因此G 的导长最多为4.
若不存在Tx ≠Ty,隐含有Gpm

◁—NGπ
(<x>),则可以设

NGπ
(<x>)=Gpm ×…×Gpk-1

×A×Gpk+1
×…×Gps

且NGπ
(<x>)在Gπ 中极大.对任意Gpi

(其中i=m+1,…,k-1,k+1,…,s),显然有

CGπ
(Gpi

)≥NGπ
(<x>)

若

Gpi◁—Gπ

则

CGπ
(Gpi

)◁—Gπ

如果

CGπ
(Gpi

)=NGπ
(<x>)

那么Gpm
是NGπ

(<x>)的特征不变子群,且

NGπ
(<x>)◁—Gπ

易得Gpm
◁—G,矛盾.于是

CGπ
(Gpi

)=Gπ

易得

Gpi ≤Z(G)

若Gpi◁—/Gπ,必有

Gπ ≠NGπ
(Gpi

)≥CGπ
(Gpi

)≥NGπ
(<x>)

由NGπ
(<x>)的极大性,可得Gπ 是pi 幂零群.综上,

Gpi ≤Z(G)
或者Gπ 是pi 幂零群,其中i=m+1,…,k-1,k+1,…,s.设M 为群Gπ 的所有正规pi 补的交.则

M ∩Gπ1 =N ×Gpk
◁—Gπ   N ≤Z(G)

可得

Gpk
◁—G

于是

G=Gp1 ×…×Gpm-1
×Gpm

[(Gpm+1
×…×Gpk-1

)(Gpk ×…×Gps
)]

则G 的导长最多是5.
综上所述,G 的导长最多是5.
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FiniteGroupswithMaximalNormalizers

JIAN Xiang, LV Heng
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:AfinitegroupGiscalledaNP-groupifthereisaprimenumberpsuchthat|G∶NG(A)|pfor

everynon-normalcyclicsubgroupAofG.ItprovedthatafiniteNP-grouphasaSylowToweranditsde-
rivedlengthisatmost5.
Keywords:solublegroups;p-groups;SylowTower;normalizer
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