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求解线性规划的宽邻域不可行内点算法①
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摘要:提出了一个求解线性规划的不可行内点算法.该算法的特点是:一方面使用了宽邻域,因此数值实验表明具

有较好的计算效果;另一方面,通过分析获得它的多项式复杂度为O(n1.5L),这是宽邻域不可行内点算法的最好

复杂度.
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从1984年,Karmarkar[1]提出内点算法以来,内点算法的研究一直是一个热门的课题.随着研究的不

断深入,研究者提出了许多不同类型的内点算法.从初始点的选取不同可分为:可行内点算法和不可行内

点算法.不可行内点算法的优势是:不要求初始点严格可行,仅要求在非负象限的内部.由于这种类型的点

容易获得,故在实际计算中显得尤为重要.
Lustig[2]首次提出了不可行内点算法,随后 Masakazu[3]提出了原始 对偶不可行内点算法.这些早期

的著作均没有给出不可行内点算法的多项式复杂度,直到Zhang[4] 给出了第一个具有多项式复杂度

O(n2L)的不可行算法,然而,这个算法的复杂度较高.为了降低复杂度,众多学者做了大量研究工作[5-10].
目前,不可行内点算法的最低复杂度为O(nL),这一结果仅对窄邻域不可行内点算法成立,并且窄邻域不

可行内点算法的一般复杂度为O(n1.5L).对宽邻域而言一般算法的复杂度为O(n2L),目前最低复杂度为

O(n1.5L).
本文将给出一个复杂度为O(n1.5L)的宽邻域不可行内点算法,该算法迭代在Ai[11]等提出的宽邻域内.

最后,通过数值试验说明该算法是有效的.
本文中:e表示分量全为1的列向量;‖·‖ 表示向量的2 范数.对于向量x,s∈Rn,xs∈Rn 表示

对应分量的乘,(xs)min表示xs∈Rn 的最小分量;让p=x
-
1
2s

1
2,r􀮨=(xs)

1
2r;另外,对于h∈Rn,我们记:

h+=max{0,h}和h-=h-h+.

1 预备知识

本文将研究标准形式的原始 对偶线性规划:
(P)mincTx,s.t.Ax=b,x≥0

(D)maxbTy,s.t.ATy+s=c,s≥0
其中:A ∈Rm×n;c,x,s∈Rn;b,y∈Rm.

为获得(P)和(D)的近似解,一般将原始 对偶线性规划转化为扰动系统:
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Ax=b,x≥0,ATy+s=c,s≥0,xs=μe (1)
如果(P)和(D)的严格可行集

F0={(x,y,s)∈Rn ×Rm ×Rn:Ax=b,ATy+s=c,(x,s)>0}≠ϕ
并且A 行满秩,即rank(A)=m,则(1)式存在唯一解.原始 对偶内点算法的基本思想是用Newton方法求

解(1)式,逐渐减小μ,并使得迭代点列包含在中心路径的某个邻域内,最终得到满足允许精度的最优解.
本文假设F0 ≠ϕ 且rank(A)=m.

下面给出求解迭代方向(Δx,Δy,Δs)的方程如下:

AΔx=rp,ATΔy+Δs=rd,sΔx+xΔs=rc (2)
其中:

rp =b-Ax,rd =c-s-ATy,rc =(τμe-xs)-+ n(τμe-xs)+,μ=
1
nxTs

设α 表示沿方向(Δx,Δy,Δs)的步长,则新的迭代为:
(x(α),y(α),s(α)):=(x,y,s)+α(Δx,Δy,Δs)

直接计算,可得下列常用结果:

x(α)s(α)=xs+α[(τμe-xs)-+ n(τμe-xs)+]+α2ΔxΔs (3)

μ(α)=
1
nx(α)Ts(α)=

1
n
[xTs+αeTrc +α2(Δx)TΔs]=

[1-(1-τ)α]μ+
n -1
n αeT(τμe-xs)+ +

1
nα

2(Δx)TΔs (4)

本文将限制中心路径在宽邻域N(τ,β)内,其中β≤
1
2
,τ≤

1
4

是邻域参数并且

N(τ,β):={(x,s)>0:‖(τμe-xs)+ ‖ ≤βτμ} (5)
另外,由(5)式易知:

(xs)min≥ (1-β)τμ
最后,本文通过下列方法计算最大步长α􀮨:

αf =maxα:x(α)Ts(α)≥ (1-α)xTs,∀α∈ [0,1]{ } (6)

α􀮨=maxα:(x(α),y(α),s(α))∈N(τ,β),∀α∈ [0,αf]{ } (7)

2 算法框架

  在前面准备工作的基础上,给出不可行内点算法的一般框架,如下:

  初始化:β≤
1
2
,τ≤

1
4
,(x0,y0,s0)∈N(τ,β),μ0=

1
n
(x0)Ts0.置k:=0.

  步骤1 如果(xk)Tsk ≤ε(x0)Ts0,终止.

  步骤2 通过解方程组(2)获得方向(Δx,Δy,Δs),并通过(7)式计算步长α􀮨k.令

(xk+1,yk+1,sk+1)= x(α􀮨k),y(α􀮨k),s(α􀮨k)( )

  步骤3 计算μ
k+1=

1
n
(xk+1)Tsk+1,并置k:=k+1,转到步骤1.

  给出下面关于本文算法的两点说明对分析算法的复杂度至关重要.
  注1 若{(xk,yk,sk)}是上述算法产生的迭代序列,则对于k≥0,有

Axk+1-b=νk+1(Ax0-b)和ATyk+1+sk+1-c=νk+1(y0+s0-c)
其中

ν0=1   νk+1=(1-α􀮨k)νk =∏
k

i=0

(1-α􀮨i)∈ (0,1]

  从注1易知:

2 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第39卷



νk =
‖Axk -b‖
‖Ax0-b‖=

‖ATyk +sk -c‖
‖ATy0+s0-c‖

这蕴含着νk 可以控制在点(xk,yk,sk)处的不可行性.
另外,由式(6)可得:

(xk)Tsk ≥ 1-α􀮨k( ) (xk-1)Tsk-1 ≥νk(x0)Ts0

这能够保证(xk)Tsk 小于收敛精度时,不可行也可以小于相同的精度,等价于:当
(xk)Tsk

(x0)Ts0 ≤
ε时,必有

νk ≤
(xk)Tsk

(x0)Ts0 ≤
ε (8)

  注2 本文将选取与文献[12]中相同的初始点.

3 复杂性分析

引理1[11] 若(x,y,s)∈N(τ,β),则

eT(τμe-xs)+≤ nβτμ
  引理2[13] 若(x,y,s)∈N(τ,β),则

‖r􀮨c‖2 ≤ (1+βτ)nμ
其中

r􀮨c =(xs)
-
1
2rc

由于本文使用了与文献[12]相同的初始点,故使用同样的证明方法可得下面引理.

引理3[12] 若(x,y,s)∈N(τ,β),p=(x-1s)
1
2,则

‖ΔxΔs‖1 ≤
1
2 ‖pΔx‖2+‖p-1Δs‖2[ ] ≤

1
2ω

2n2μ.

  引理4 若(x,y,s)∈N(τ,β),p=(x-1s)
1
2,则

(Δx)TΔs≤
1
4
(1+βτ)μn

  证  在方程(2)的第三个等式两边同时乘以(xs)
-
1
2,可得:

‖r􀮨c‖2=‖pΔx+p-1Δs‖2=‖pΔx‖2+‖p-1Δs‖2+2(Δx)TΔs=
‖pΔx-p-1Δs‖2+4(Δx)TΔs≥4(Δx)TΔs

进一步,可得:

(Δx)TΔs≤
1
4‖r

􀮨
c‖2 ≤

1
4
(1+βτ)μn

其中第二个不等式使用了引理2.
另外,使用引理1和引理4容易获得下面的引理.
引理5 若(x,y,s)∈N(τ,β),则μ(α)在区间[0,1]上是单调递减的.
证  对(4)式两边关于α 求导可得:

μ'(α)=(τ-1)μ+
n -1
n eT(τμe-xs)++

2
nα
(Δx)TΔs≤

(τ-1)μ+
n -1
n βτμ n +

2
nα
1
4
(1+βτ)μn≤

(τ-1)μ+βτμ+
1
2
(1+βτ)μ≤

τ+
3
2βτ-

1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷μ<0
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这蕴含着μ(α)在区间[0,1]上是单调递减的.
引理6 若(x,y,s)∈N(τ,β),则

γ1μ≤μ(α)≤γ2μ
其中

γ1:=1-(1-τ)α-
1
2α

2ω2n   γ2:=1-(1-τ-βτ)α+
1
2α

2ω2n

  证  使用(4)式及引理3,可得:

μ(α)=[1-(1-τ)α]μ+
n -1
n αeT(τμe-xs)+ 1nα

2ΔxΔs≥

[1-(1-τ)α]μ+
1
nα

2ΔxΔs≥

[1-(1-τ)α]μ-
1
nα

2‖ΔxΔs‖ ≥

1-(1-τ)α-
1
2α

2ω2né

ë
êê

ù

û
úúμ=γ1μ

另外,使用(4)式及引理1、引理3可得:

μ(α)=[1-(1-τ)α]μ+
n -1
n αeT(τμe-xs)+ +

1
nα

2ΔxΔs≤

[1-(1-τ)α]μ+
n -1
n αnβτμ+

1
nα

2ΔxΔs≤

[1-(1-τ)α]μ+αβτμ+
1
nα

2 ΔxΔs 1 ≤

1-(1-τ-βτ)α+
1
2α

2ω2né

ë
êê

ù

û
úúμ:=γ2μ

证毕.
下面,将寻找满足条件(6)的αf 的下界.
引理7 若(x,y,s)∈N(τ,β),αf 满足条件(6),则

αf ≥ βτ
ω2n1.5

:=α􀮨0

  证  要证明该引理,只需要证明在区间 0,α􀮨0[ ] 上,x(α)Ts(α)≥(1-α)xTs成立.为此,首先证明

xT(α)s(α)=[1-(1-τ)α]μn+(n -1)αeT(τμe-xs)++α2(Δx)TΔs≥
[1-(1-τ)α]μn+α2(Δx)TΔs≥
[1-(1-τ)α]μn-α2‖ΔxΔs‖1 ≥

[1-(1-τ)α]μn-
1
2ω

2α2μn2

其中最后一个不等式使用了引理3.
使用上面的不等式,可得:

xT(α)s(α)-(1-α)xTs≥ [1-(1-τ)α]μn-
1
2ω

2α2μn2-(1-α)μn=

αμnτ-
1
2ω

2αné

ë
êê

ù

û
úú ≥αμnτ-

1
2

βτ
ω2n1.5ω

2né

ë
êê

ù

û
úú ≥

ατμn 1-
1
2n0.5β

é

ë
êê

ù

û
úú ≥0

证毕.

为了找到最大迭代步长α􀮨 的下界,首先需要给出下列引理.
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引理8[13] 若(x,y,s)∈N(τ,β),则:

如果α≥
1
n
,则

‖(τμ(α)e-xs-αrc)+ ‖=0

  如果α<
1
n
,则

‖(τμ(α)e-xs-αrc)+ ‖ ≤ (1-αn)βτμ(α)

  引理9 若(x,y,s)∈N(τ,β),α􀮨 满足条件(7),则α􀮨 ≥α􀮨0.
  证  为了证明 ‖(τμ(α)e-x(α)s(α))+ ‖ ≤βτμ(α),首先,需要对不等式的左边进行放大,可得:

‖(τμ(α)e-x(α)s(α))+ ‖=‖(τμ(α)e-xs-αrc -α2ΔxΔs)+ ‖ ≤
‖(τμ(α)e-xs-αrc)+ ‖+α2‖ΔxΔs‖ ≤
(1-αn)βτμ(α)+α2‖ΔxΔs‖1 ≤

(1-αn)βτμ(α)+
1
2α

2ω2n2μ

其中第一个不等式使用了文献[11]的注解3.1,第二、第三个不等式分别使用了引理8、引理3.
构造一个函数f(α),将该引理的证明转化为证明f(α)≤0即可,其中

f(α)=(1-αn)βτμ(α)+
1
2α

2ω2n2μ-βτμ(α)=

1
2α

2ω2n2μ-αnβτμ(α)

使用引理6以及β≤
1
2
,τ≤

1
4
,ω ≥6,可得:

f(α)≤
1
2α

2ω2n2μ-αnβτ1-(1-τ)α-
1
2α

2ω2né

ë
êê

ù

û
úúμ≤

1
2αμ n αω2n1.5+βτ2(1-τ)α+α2ω2n-2( )[ ] ≤

1
2αμ n βτ+βτ

2(1-τ)βτ
ω2n1.5 +β2τ2

ω2n2-2
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ≤

1
2βταμ n 1+

2(1-τ)βτ
ω2n1.5 +β2τ2

ω2n2-2
é

ë
êê

ù

û
úú ≤

1
2βταμ n 1+

1
122+

1
482-2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤0

引理证毕.
下面给出算法的多项式复杂度.

定理1 让(x0,y0,s0)∈N(τ,β),τ≤
1
4
,β≤

1
2
,则本文的算法至多需要O(n1.5L)次迭代停止,

其中

L=
log

(x0)Ts0

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

η
  证  由算法的终止条件步骤1及引理6,可得:

(xk)Tsk ≤γ2
knμ0 ≤ 1-(1-τ-βτ)α+

1
2α

2ω2né

ë
êê

ù

û
úú

k

nμ0 ≤

1-(1-τ-βτ)α􀮨0+
1
2
(α􀮨0)2ω2né

ë
êê

ù

û
úú

k

nμ0 ≤
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1-(1-τ-
3
2βτ

) βτ
ω2n1.5

é

ë
êê

ù

û
úú

k

nμ0 ≤

(1-ξ)knμ0 ≤ε
其中第三个不等式使用了引理5,

ξ:= η
n1.5   η:= 1-τ-

3
2βτ

æ

è
ç

ö

ø
÷
βτ
ω2

又由于nμ0=(x0)Ts0,log1-α( ) ≤-α,容易证明

k≥
1
ξ
log

(x0)Ts0

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷=

n1.5

η
log

(x0)Ts0

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷

另外,当k≥
n1.5

η
log

(x0)Ts0

ε
æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,使用(8)式可得:

νk =
‖Axk -b‖
‖Ax0-b‖=

‖ATyk +sk -c‖
‖ATy0+s0-c‖ ≤

(xk)Tsk

(x0)Ts0 ≤
ε

所以,算法至多需要O(n1.5L)次迭代停止.

4 数值试验

用本文算法(算法1)和文献[6](算法2)对文献[14]中给出的线性规划进行测试.用 MATLAB
R2011b编程并在IntelCorei3PC(3.00GHz),2GB内存下运行.最终的测试结果见表1.从表1中容易

发现:本文提出的算法在迭代次数和时间上均要优于文献[6]中提出的算法,尤其是对于大规模问题,
这种优势更明显.

表1 线性规划

问题 m n
算   法   1

时间/s 次数/次 对偶间隙

算   法   2
时间/s 次数/次 对偶间隙

adlittle 56 138 0.0312 25 7.7347e-006 0.1248 35 3.2778e-008

blend 74 114 0.0156 23 1.6536e-010 0.0468 30 4.1087e-008

bandm 305 472 0.2184 39 1.0957e-008 1.2012 50 2.9927e-007

beaconfd 173 295 0.2184 23 1.0957e-008 1.2012 40 2.9927e-007

e226 223 472 0.1560 43 6.0386e-010 0.4212 61 4.9040e-007

fitlp 627 1677 1.9344 38 8.7099e-008 7.6440 60 1.1403e-008

scsd6 147 1350 0.0312 22 1.1280e-009 0.2652 42 1.2032e-007

scsd8 397 2750 0.4680 21 4.2434e-009 0.4992 43 2.1455e-007

sc105 105 163 0.0156 22 1.0611e-007 0.0468 32 5.4915e-007

scfxm3 990 1800 0.5460 56 4.4111e-006 1.8096 76 1.2112e-008

share2b 96 162 0.0156 23 6.8982e-009 0.0624 33 3.8393e-010

woodw 1098 8418 2.7456 57 2.4326e-012 9.7501 93 6.5082e-011
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AWideNeighborhoodInfeasible-Interior-Point
MethodforLinearProgramming

YANXi-mei, ZHANGYin-kui, PEIYong-gang
HenanNormalUniversityCollegeofMathematicsandInformationScience,XinxiangHenan453007,China

Abstract:Inthispaper,weproposeawideneighborhoodinfeasible-interior-pointmethodforlinearpro-
gramming.Thecharacteristicsoftheproposedalgorithmareasfollows:ontheonehand,theproposedal-
gorithmisbasedonawideneighborhoodandhasagoodcalculationresults,whichisshowedbytheexperi-
ments.Ontheotherhand,byanalyzing,weachievetheiterationcomplexityO(n1.5L)fortheproposedal-
gorithm,whichisthebestcomplexityresultforawideneighborhoodinfeasible-interior-pointmethod.
Keywords:linearprogramming;infeasible-interior-pointmethod;wideneighborhood;polynomialcom-

plexity
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