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一类约束多目标优化问题弱
有效解的一个择一定理①
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摘要:利用像空间分析理论研究一类锥约束多目标优化问题的最优性条件,通过定向距离函数引入一类正则弱分

离函数,建立了一个择一定理.最后,通过择一定理在不涉及函数凸性的条件下得到了锥约束多目标优化问题弱有

效解的充分和必要最优性条件.
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弱有效解是经济、决策理论、多目标优化理论以及最优控制与博弈论中的重要概念之一.对于多目标

优化问题弱有效解的研究常常涉及目标函数与约束函数的凸性[1-3].众所周知,择一定理在研究多目标优

化问题的最优性条件与对偶性中起着至关重要的作用.文献[4]提出像空间分析理论对约束优化问题进行

统一研究.这类优化问题常常可等价地表示成一个参数系统的不可行性以及约束优化问题像空间中两个集

合的分离性.随后,许多学者用像空间分析理论研究了向量优化问题、向量变分不等式等约束优化问题的

最优性条件、对偶性、误差界、间隙函数以及非线性分离性等[5-11].在Banach空间中,Hiriart-Urruty[12]用
定向距离函数(orienteddistancefunction)Δ 刻画非光滑优化问题的几何性质,从而得到了非凸优化问题的

最优性必要条件.定向距离函数Δ 也被称为一类非线性标量化函数[8-11],正是其显著的几何特征而被广泛

应用于研究各类优化问题的最优性条件.后来,Zaffaroni[13]进一步研究了定向距离函数Δ 的性质.
本文利用像空间分析理论研究一类锥约束多目标优化问题的最优性条件.首先,通过定向距离函数

Δ 引入一类不同于文献[11]的正则弱分离函数;然后借助该类正则弱分离函数建立了一个择一定理;最

后,通过择一定理在不涉及函数凸性的条件下得到了锥约束多目标优化问题弱有效解的充分和必要最

优性条件.

1 预备知识

无特别说明,本文总假设R为实数集,Rn 为n维欧氏空间,X ⊆Rn 为非空闭凸子集,C,D 分别为Rm

与Rl 的闭凸点锥且具有非空内部intC≠Ø,intD ≠Ø,映像f:Rn →Rm,g:Rn →Rl 为向量值映射.
设M 为Rm 的任意非空凸锥,则M 的对偶锥定义为

M * ={ζ∈Rm:ζ┬y≥0,∀y∈M}
对于函数ψ:X →R∪ {±∞},α∈R,集合
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lev≥αψ:={x∈X:ψ(x)≥α}   lev>αψ:={x∈X:ψ(x)>α}
分别称为ψ 的非负水平集与正水平集.

考虑如下约束多目标优化问题(简记为 MOP)

min f(x)s.t.g(x)∈D,x∈X
记 MOP的可行域为F={x ∈X:g(x)∈D}.

下面介绍 MOP的像及相关符号:设x ∈X.定义映像Ax:Rn →Rm ×Rl 为

Ax(x):=(f(x)-f(x),g(x))
定义集合:

Kx:={(u,v)∈Rm ×Rl:(u,v)=Ax(x),x∈X}

H:={(u,v)∈Rm ×Rl:u∈intC,v∈D}
称集合Kx 为 MOP在点x 的像,如果空间Rm ×Rl 为 MOP的像空间.

定义1 x ∈F称为 MOP的弱有效解,如果

f(x)-f(x)∉-intC   ∀x∈F
记 MOP的弱有效解集为Fw.

定义2[5] 若函数ω:Rm ×Rl ×∏ →R满足:

∩
π∈∏
lev>0ω(·,·;π)=H

则称ω 为正则弱分离函数,其中∏ 为参数集合.记所有正则弱分离函数的集合为WR(∏).
定义3[12] 设 M⊆Y.函数ΔM:Y →R∪ {±∞},

ΔM(y):=dM(y)-dY\M(y)   y∈Y
称为定向距离函数,其中dM(y)=inf

m∈M
‖y-m‖ 为y∈Y 到 M的距离.

引理1[13] 设 M为Y 的非空子集且 M≠Y,则有:

􀃠ΔM 为1-李普希兹实值函数,即对任意y1,y2 ∈Y,|ΔM(y1)-ΔM(y2)|≤ ‖y1-y2 ‖;

􀃡 对任意y ∈intM,ΔM(y)<0;

􀃢 对任意y ∈􀆟M,ΔM(y)=0,其中􀆟M为 M的边界;

􀃣 对任意y ∈int(Y\M),ΔM(y)>0;

􀃤 M={y:ΔM(y)≤0}当 M为闭集;

􀃥ΔM 为凸的,若 M为凸集;

􀃦ΔM 为正齐次的,若 M为锥;

􀃧 如果 M为闭凸锥,则对任意y1,y2 ∈Y,y1-y2 ∈M⇒ΔM(y1)≤ΔM(y2);
特别地,若intM≠Ø,y1-y2 ∈intM⇒ΔM(y1)<ΔM(y2).

引理2[14] 设C ⊆Y 为闭凸点锥,且intC ≠Ø.则有:

􀃠y∈C⇔y*(y)≥0,∀y* ∈C*;

􀃡y∈intC⇔y*(y)>0,∀y* ∈C*\{0}.
由 MOP弱有效解及其像的定义,我们有如下结论:
引理3 x ∈Fw 当且仅当Kx ∩H=Ø,即不存在x ∈X 满足Ax(x)∈H.

2 主要结果

在本节中,我们用定向距离函数Δ 引入一类不同于文献[11]的正则弱分离函数,借助该类正则弱分离

函数建立了一个择一定理.最后,通过择一定理在不涉及函数凸性的条件下得到了锥约束多目标优化问题

弱有效解的充分和必要最优性条件.首先,定义如下非线性函数:

ω(u,v;λ)=-ΔC(u)+λ┬v,∀(u,v)∈Rm ×Rl,λ∈D*
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下面引理说明函数ω(u,v;λ)为一类正则弱分离函数.

引理4 ω ∈WR(∏),其中∏=D*.

证  对任意(u,v)∈H与λ∈D*,u∈intC,v∈D,进而,由引理1与引理2,可得

ΔC(u)<0,λ┬v≥0
故

ω(u,v;λ)=-ΔC(u)+λ┬v>0
于是有

H⊆ ∩
λ∈∏=D*

lev>0ω(·,·;λ)

反之,假设存在(u
∧,v

∧)∈Rm ×Rl\H,使得

ω(u
∧,v

∧;λ)=-ΔC(u
∧)+λ┬v

∧
>0   ∀λ∈D* (1)

由于(u
∧,v

∧)∈Rm ×Rl\H,则u
∧
∉intC 或v

∧
∉D.

若u
∧
∉intC,由引理1􀃢,􀃣 可得-ΔC(u

∧)≤0.取λ=0Z*,从而

ω(u
∧,v

∧;0)=-ΔC(u
∧)≤0

与(1)式矛盾!

若v
∧
∉D,则存在λ

∧
∈D* 且λ

∧
≠0使得λ

∧┬v
∧
<0.因为D* 为锥,则对任意c>0,cλ

∧
∈D*,进而

lim
c→+∞

ω(u
∧,v

∧;cλ
∧)=lim

c→+∞
-ΔC(u

∧)+cλ
∧┬v

∧
=-∞

与(1)式矛盾!
综上所述,

∩
λ∈D*
lev>0ω(·,·;λ)⊆H

从而

∩
λ∈D*
lev>0ω(·,·;λ)=H

由定义2知,ω ∈WR(∏),其中∏=D*.

引理5 系统Ax(x)∈H,x ∈X 与系统:

∃μ
∧
∈D* 满足-ΔC(f(x)-f(x))+μ

∧┬g(x)≤0   ∀x∈X (2)
不可能同时成立.

证  若系统Ax(x)∈H,x ∈X 成立,则存在x
∧
∈X 使得g(x

∧)∈D 且

f(x)-f(x
∧)∈intC

由引理1与引理2,对任意μ ∈D*,有

μ┬g(x
∧))≥0,-ΔC(f(x)-f(x

∧))>0
于是有

-ΔC(f(x)-f(x
∧))+μ

∧┬g(x
∧)>0

故系统(2)不成立.
反之,若系统(2)成立.由引理4,有

Ax(x)=(f(x)-f(x),g(x))∉H   ∀x∈X
故系统Ax(x)∈H,x ∈X 不成立.

下面我们通过引理5研究约束多目标优化问题 MOP弱有效解的充分和必要条件.

定理1 设x ∈X.若存在μ
∧
∈D*,使得

-ΔC(f(x)-f(x))+μ
∧┬g(x)≤0   ∀x∈X (3)
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则有x ∈Fw.
证  由命题3可得结论.
定理2 设x ∈X.则x ∈Fw 的充要条件为

sup
x∈X
inf
μ∈D*

-ΔC(f(x)-f(x))+μ┬g(x)=0 (4)

  证  充分性  若(4)式成立.于是有

0≤ inf
μ∈D*

μ┬g(x)≤ inf
μ∈D*

-ΔC(f(x)-f(x))+μ┬g(x)≤0   ∀x∈X (5)

假设x ∉Fw,则存在x􀮨 ∈F,使得

f(x􀮨)-f(x)∈-intC
由引理1􀃡,有

inf
μ∈D*

-ΔC(f(x)-f(x􀮨))+μ┬g(x􀮨)≥-ΔC(f(x)-f(x􀮨))>0   ∀μ∈D*

与(5)式矛盾! 故x ∈Fw.
必要性  若x ∈Fw,则

f(x)-f(x)∉-intC   ∀x∈F (6)
由于

inf
μ∈D*

-ΔC(f(x)-f(x))+μ┬g(x)=inf
μ∈D*

μ┬g(x)≥0

所以

sup
x∈X
inf
μ∈D*

-ΔC(f(x)-f(x))+μ┬g(x)≥ inf
μ∈D*

-ΔC(f(x)-f(x))+μ┬g(x)≥0 (7)

易知(6)式等价于

f(x)-f(x)∉intC,g(x)∈D,x∈X
故系统Ax(x)=(f(x)-f(x),g(x))∈H,x∈X 不成立.由命题3,Kx ∩H=Ø.联合引理4,对每一

x ∈X,存在μ ∈D*,使得

ω(f(x)-f(x),g(x);μ)=-ΔC(f(x)-f(x))+μ┬g(x)≤0
于是有

sup
x∈X
inf
μ∈D*

-ΔC(f(x)-f(x))+μ┬g(x)≤0 (8)

故由(7),(8)式,有

sup
x∈X
inf
μ∈D*

-ΔC(f(x)-f(x))+μ┬g(x)=0

成立.
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AnAlternativeTheoremforaClassofConeConstrained
MultiobjectiveOptimizationProblems
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Abstract:Multiobjectiveoptimizationisacommonproblemineconomicmanagementandgametheory.
However,agreatnumberofpracticaleconomicmanagementproblemsaresubjecttotheconstraintsofex-
ternalandinternalconditions.Thatiswhyconstrainedmultiobjectiveoptimizationproblemshavearoused
wideconcern.Optimalityconditionsofmultiobjectiveoptimizationproblemsareoneoftheimportantcon-
tentsintheoptimizationtheory.Thispaperisdevotedtothestudyoftheoptimalityconditionsofaclassof
coneconstrainedmultiobjectiveoptimizationproblemsbyimagespaceanalysis.Aclassofregularweak
separationfunctionsisintroducedbytheorienteddistancefunction,andanalternativetheoremisestab-
lished.Finally,somesufficientandnecessaryoptimalityconditionsforconeconstrainedmultiobjectiveop-
timizationproblemsareobtainedbythealternativetheorem,withouttheconvexityoftheinvolvedmap-
pings.
Keywords:multiobjectiveoptimization;imagespaceanalysis;optimalitycondition;separationfunction
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