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某些K3 单群的交换子群覆盖①
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摘要:K3 单群A5,PSL(2,7),A6 能被其所有的交换子群覆盖.研究其极大交换子群,给出了所需交换子群的最少

个数,即θ(A5),θ(PSL(2,7)),θ(A6)的值.
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关于有限群被其真子群覆盖的问题,国内外学者已有相当多的研究,并给出了丰富的结论.文献[1]

定义σ(G)为有限群G 被其真子群覆盖所需真子群的最少个数,给出了σ(G)分别为4,5,6时的充要条件,

还得到了结论:

σ(A5)=10   σ(S5)=16
文献[2]定义η(G)为有限群G 被其真正规子群覆盖所需真正规子群的最少个数,得到了一个有趣的等式:

σ(D4)=η(D4)=ξ(D4)

其中ξ(G)表示G被n个真子群的共轭类覆盖的最小的n.关于有限群被其交换子群覆盖的问题的研究比

较少.
设G 为有限群,H1,H2,…,Hm 为G 的真交换子群,若

H1 ∪ … ∪Hm =G
则称{H1,H2,…,Hm}为G 的一个交换子群覆盖.若{H1,H2,…,Hm}为G 的一个交换子群覆盖,且

m 最小,则记m 为θ(G).显然,若{H1,H2,…,Hm}为G 的一个交换子群覆盖,我们将Hi 换成包含

Hi 的极大交换子群 Ki(i=1,…,m),则{K1,K2,…,Km}仍为G 的一个交换子群覆盖.因此,为

了得到θ(G),只需讨论G 的由极大交换子群组成的覆盖即可.
在本文中,我们讨论了K3 单群A5,PSL(2,7),A6 的交换子群覆盖.得到了θ(A5),θ(PSL(2,7)),

θ(A6)的值.本文中总假定G 为有限群,πe(G)表示G 的元素的阶的集合,np 表示G 的p-Sylow子群的个

数.其它所用符号都是标准的,可参见文献[3].
定理1 θ(A5)=21.
证  证明分为如下3步:

步骤1 A5 的极大交换子群恰为A5 的所有Sylow子群.
设K 为A5 的一个极大交换子群,由文献[4]知πe(A5)= {1,2,3,5},所以K 的阶只能是素数的
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方幂.又因

|A5|=22×3×5
而A5 的2阶子群必包含于4阶交换子群中,所以|K|=22,3,5,从而K 为A5 的Sylow子群.反之,由:

πe(A5)={1,2,3,5}   |A5|=22×3×5
知,A5 的所有Sylow子群均为极大交换子群.

步骤2 A5 共有21个极大交换子群.
由步骤1,只需找出A5 的所有Sylow子群即可.
由

n5=5k+1   n5 >1,n5|22×3
知n5=6,故A5 有6个5-Sylow子群.

由

n3=3k+1   n3 >1,n3|22×5
知n3=4,10.若n3=4,则A5 只有8个3阶元,这与A5 有20个3阶元矛盾,故n3=10,即A5 有10个

3-Sylow子群.
由计算知,A5 的4阶子群共有5个,即如下5个4阶子群:

{(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

{(1),(12)(35),(13)(25),(15)(23)}

{(1),(12)(45),(14)(25),(15)(24)}
{(1),(13)(45),(14)(35),(15)(34)}

{(1),(23)(45),(24)(35),(25)(34)}

所以A5 共有5个2-Sylow子群.
综上所述,A5 共有21个极大交换子群.
步骤3 θ(A5)=21.
由文献[4]知,A5 的1阶元有1个,2阶元有15个,3阶元有20个,5阶元有24个.由于A5 的p 阶元

必包含在A5 的p-Sylow子群中(p=2,3,5),所以A5 的所有Sylow子群,即A5 的所有极大交换子群,可

构成A5 的一个交换子群覆盖,从而θ(A5)≤21.
设{H1,H2,…,Hm}为A5 的任一交换子群覆盖,可不妨设 Hi 均为极大交换子群.若m <21,则

{H1,H2,…,Hm}中至少缺少1个A5的Sylow子群,不妨设{H1,H2,…,Hm}中缺少一个5-Sylow子

群.则{H1,H2,…,Hm}中至多有5个5-Sylow子群,从而H1∪…∪Hm 至多含A5的20个5阶元,这

与A5 有24个5阶元矛盾.同理,{H1,H2,…,Hm}中不能缺少A5 的2-Sylow子群、3-Sylow子群.所

以{H1,H2,…,Hm}中必包含A5 的所有Sylow子群,故m ≥21.又因θ(A5)≤21,所以θ(A5)=21.
定理2 θ(PSL(2,7))=57.
证  证明分为如下3步:

步骤1 PSL(2,7)的极大交换子群恰为PSL(2,7)的所有3-Sylow子群、7-Sylow子群及4阶交换

子群.
设 H 为PSL(2,7)的一个极大交换子群,由文献[4]知

πe(PSL(2,7))={1,2,3,4,7}

所以 H 的阶只能是素数的方幂.又因

|PSL(2,7)|=23×3×7
而PSL(2,7)有一个极大子群同构于S4,S4 的2-Sylow子群同构于D8,故PSL(2,7)的2-Sylow子群同

构于D8.但D8 不交换,所以|H|=22,3,7,从而H 为PSL(2,7)的3-Sylow子群、7-Sylow子群或4阶
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子群.反之,由:

πe(PSL(2,7))={1,2,3,4,7}

|PSL(2,7)|=23×3×7
PSL(2,7)的2-Sylow子群不交换,知其所有3-Sylow子群、7-Sylow子群、4阶子群均为极大交换子群.

步骤2 PSL(2,7)至多有99个极大交换子群.
由步骤1,只需找出PSL(2,7)的所有3-Sylow子群、7-Sylow子群、4阶子群即可.
由

n3=3k+1   n3 >1,n3|23×7
知n3=4,7,28.若n3=4,7,则PSL(2,7)只有8个或14个3阶元,这与PSL(2,7)有56个3阶元矛盾.
故n3=28,即PSL(2,7)有28个3-Sylow子群.

由

n7=7k+1   n7 >1,n7|23×3
知n7=8,故PSL(2,7)有8个7-Sylow子群.

由

n2=2k+1   n2 >1,n2|3×7
知n2=3,7,21.而PSL(2,7)的2-Sylow子群同构于D8,D8 中有2个4阶元,若n2=3,7,则PSL(2,7)

至多有6个或14个4阶元,这与PSL(2,7)有42个4阶元矛盾,故n2=21.又因为D8 中有3个4阶子群,

故PSL(2,7)至多有63个4阶子群.所以PSL(2,7)至多有99个极大交换子群.
步骤3 θ(PSL(2,7))=57.
由文献[4]知PSL(2,7)的1阶元有1个,2阶元有21个,3阶元有56个,4阶元有42个,7阶元有48

个.由于PSL(2,7)的3阶元、7阶元必分别包含在PSL(2,7)的3-Sylow子群和7-Sylow子群中;2阶元、

4阶元必包含在PSL(2,7)的4阶子群中.所以PSL(2,7)的所有3-Sylow子群、7-Sylow子群和4阶子群,

即PSL(2,7)的所有极大交换子群,可构成PSL(2,7)的一个交换子群覆盖,从而

θ(PSL(2,7))≤99
  设x 为PSL(2,7)的任一2阶元,由文献[4]知|CPSL(2,7)(x)|=8,则CPSL(2,7)(x)为PSL(2,7)的

2-Sylow子群.故x 属于CPSL(2,7)(x)的中心,从而x 属于CPSL(2,7)(x)的4阶循环子群中,这说明PSL(2,

7)所有的2阶元必包含在PSL(2,7)的4阶循环子群中.同时4阶元也都包含在其中.所以PSL(2,7)的所

有3-Sylow子群、7-Sylow子群和4阶循环子群可构成PSL(2,7)的一个交换子群覆盖,从而

θ(PSL(2,7))≤57
  设{H1,H2,…,Hm}为PSL(2,7)的任一交换子群覆盖,不妨设Hi 均为极大交换子群.若m<57,
则{H1,H2,…,Hm}中至少缺少1个PSL(2,7)的3-Sylow子群(或7-Sylow子群,或4阶循环群).

若{H1,H2,…,Hm}中缺少一个3-Sylow子群,则{H1,H2,…,Hm}中至多有27个3-Sylow子

群,从而 H1 ∪ … ∪Hm 至多含PSL(2,7)的54个3阶元,这与PSL(2,7)有56个3阶元矛盾.
同理,{H1,H2,…,Hm}中不能缺少PSL(2,7)的7-Sylow子群.
若{H1,H2,…,Hm}中缺少一个4阶循环子群,则{H1,H2,…,Hm}中至多有20个4阶循环子群,

从而 H1 ∪ … ∪Hm 至多含PSL(2,7)的40个4阶元,这与PSL(2,7)有42个4阶元矛盾.
综上所述,θ(PSL(2,7))=57.
定理3 θ(A6)=91.
证  证明分为如下3步:

步骤1 A6 的极大交换子群恰为A6 的所有3-Sylow子群、5-Sylow子群及4阶子群.
设 H 为A6 的一个极大交换子群,由文献[4]知,πe(A6)={1,2,3,4,5},所以H 的阶只能是素数

3第2期           伍 涛,等:某些K3 单群的交换子群覆盖



的方幂.又因

|A6|=23×32×5
而S4 是A6 的一个极大子群,S4 的2-Sylow子群同构于D8,故A6 的2-Sylow子群同构于D8.由于D8 不

交换,所以|H|=22,32,5,从而 H 为A6 的3-Sylow子群(或5-Sylow子群,或4阶子群).反之,由:

πe(A6)={1,2,3,4,5}

|A6|=23×32×5
及A6 的2-Sylow子群不交换,知其3-Sylow子群、7-Sylow子群、4阶子群为极大交换子群.

步骤2 A6 至多有181个极大交换子群.
由步骤1,只需找出A6 的所有3-Sylow子群、5-Sylow子群、4阶子群即可.
由

n3=3k+1   n3 >1,n3|23×5
知n3=4,10,40.若n3=4,则A6 至多有32个3阶元,这与A6 有80个3阶元矛盾.故n3≠4.由文献[4]

知,A6 有36阶极大子群K,K 为36阶Frobenius群,其核为9阶,从而NA6
(P3)>P3,其中P3 为A6

的3-Sylow子群,于是

n3=
|A6|

|NA6
(P3)|<

40

所以n3=10.即A6 有10个3-Sylow子群.
由

n5=5k+1   n5 >1,n5|23×32

知n5=6,36.若n5=6,则A6 只有24个5阶元,这与A6 有144个5阶元矛盾.故n5=36,即A6 有36个

5-Sylow子群.
由

n2=2k+1   n2 >1,n2|32×5
知n2=3,5,9,15,45.而A6 的2-Sylow子群同构于D8,D8 有2个4阶元,若n2=3,5,9,15,则A6 至多

有6个、10个、18个或30个4阶元,这与A6 有90个4阶元矛盾,故n2=45.又因为D8 中有3个4阶子

群,故A6 至多有135个4阶子群.
所以A6 至多有181个极大交换子群.
步骤3 θ(A6)=91.
由文献[4]知A6 的1阶元有1个,2阶元有45个,3阶元有80个,4阶元有90个,5阶元有144个.由

于A6 的3阶元、5阶元必分别包含在A6 的3-Sylow子群、5-Sylow子群中;2阶元、4阶元必包含在A6 的

4阶子群中.所以A6 的所有3-Sylow子群、5-Sylow子群和4阶子群,即A6 的所有极大交换子群,可构成

A6 的一个交换子群覆盖,从而θ(A6)≤181.
设x 为A6 的任一2阶元,由文献[4]知|CA6

(x)|=8,则CA6
(x)为A6 的2-Sylow子群.故x 属于

CA6
(x)的中心,从而x属于CA6

(x)的4阶循环子群,这说明A6 所有的2阶元必包含在A6 的4阶循环子

群中,同时4阶元也都包含在其中.所以A6 的所有3-Sylow子群、5-Sylow子群和4阶循环子群可构成A6

的一个交换子群覆盖,而其4阶循环子群有45个,从而θ(A6)≤91.
设{H1,H2,…,Hm}为A6的任一交换子群覆盖,不妨设Hi 均为极大交换子群.若m<91,则{H1,

H2,…,Hm}中至少缺少1个A6 的3-Sylow子群(或5-Sylow子群,或4阶循环群).
若{H1,H2,…,Hm}中缺少一个3-Sylow子群,则{H1,H2,…,Hm}中至多有9个3-Sylow子群,

从而 H1 ∪ … ∪Hm 至多含A6 的72个3阶元,这与A6 有80个3阶元矛盾.
同理 {H1,H2,…,Hm}中不能缺少A6 的5-Sylow子群.
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若{H1,H2,…,Hm}中缺少一个4阶循环子群,则{H1,H2,…,Hm}中至多有44个4阶循环子群,

从而 H1 ∪ … ∪Hm 至多含A6 的88个4阶元,这与A6 有90个4阶元矛盾.
综上所述,θ(A6)=91.
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ONK3-SimpleGroupsCoveredbyTheirAbelianSubgroups

WU Tao, CAOHong-ping
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Abstract:K3-groupsA5,PSL(2,7),A6canbecoveredbyalltheirabeliansubgroups.Byresearching
theirmaximumabeliangroups,wecancomputetheminimalnumberofabeliangroupsneeded,namely,

θ(A5),θ(A6),θ(PSL(2,7)).
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