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CartanEilenberg (余)真分解①
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摘要:设A是一个Abelian范畴.定义了CartanEilenberg(余)真分解(简称为CE (余)真分解),给出了短正合列中

CE (余)真分解的构造及与函子 HomA(-,-)的关系.
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文献[1]的第XVII章引入了复形的投射和内射分解的概念,该分解现在被定义为Cartan-Eilenberg分

解,简记为CE 分解.文献[2]引入了CE 内射分解与CE 投射分解的概念,并考虑了复形的CE 内射分

解和CE 投射分解的存在性.文献[3]讨论了CE 投射、CE 内射和平坦复形及其CE 分解的存在性,并证

明了每个复形有CE 内射包络和CE 平坦覆盖.设A是一个Abelian范畴,C是A的一个加法满子范畴.文
献[4]提供了如何由短正合列中两项(余)真C 分解的存在性得到第三项(余)真C 分解的存在性的方法.
受以上工作的启发,本文研究了关于满子范畴C的CE (余)真分解的存在性及构造.

本文中,A是一个Abelian范畴,并且C是A的加法满子范畴.其它未定义的术语参见文献[5].
定义1[3] 如果以下序列是正合的:

􀃠0 →C0 →C1 →C2 →0;

􀃡0 →Z(C0) →Z(C1) →Z(C2) →0;

􀃢0 →B(C0) →B(C1) →B(C2) →0;

􀃣0 →C0/Z(C0) →C1/Z(C1) →C2/Z(C2) →0;

􀃤0 →C0/B(C0) →C1/B(C1) →C2/B(C2) →0;

􀃥0 →H(C0) →H(C1) →H(C2) →0.
则称复形序列0 →C0 →C1 →C2 →0是CE 正合的.

注1 由文献[3]可知,在定义1的序列中,若 􀃠 与 􀃡 或 􀃠 与 􀃤 正合,则 􀃠-􀃥 都正合.
定义2 设M ∈A,称CE 正合列(长度有限或无限):

… fi+1
→Ci

fi
→ …

f2
→C1

f1
→C0

f0
→M →0

为M 的CE C 分解,其中Ci ∈C.
定义3 如果定义2中的CE 正合列是M 的C 分解,且为HomA(C,-)正合的,则称该正合列为M

的真CE C 分解.
对偶地有M 的CE C 余分解与M 的余真CE C 余分解的定义.
定理1 设

0 →X →X0 →X1 →0 (1)
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是A中的CE 正合列.令

… →C0
i → … →C0

1 →C0
0 →X0 →0 (2)

是X0 的一个CE C 分解,且

… →C1
i → … →C1

1 →C1
0 →X1 →0 (3)

是X1 的一个真CE C 分解.则:

􀃠 有以下两个CE 正合列:
… →C1

i+1 􀱇C0
i → … →C1

2 􀱇C0
1 →C →X →0 (4)

0 →C →C1
1 􀱇C0

0 →C1
0 →0 (5)

  􀃡 如果CE 正合列(2)与(3)是HomA(-,C) 正合的,则序列(4)是HomA(-,C) 正合的;

􀃢 如果CE 正合列(2)是HomA(C,-) 正合的,则序列(4)是HomA(C,-) 正合的;

􀃣 如果CE 正合列(1)是HomA(-,C)正合(HomA(C,-)正合)的,则序列(5)是HomA(-,C)

正合(HomA(C,-) 正合)的.
证  􀃠 对i≥1,令:

K0
i =Im(C0

i →C0
i-1)

K1
i =Im(C1

i →C1
i-1)

考虑拉回图1.
图1的第三列是HomA(C,-)正合的,所以由文献[4]的引理2.4(1)知,第二列是HomA(C,-)正

合的.根据图1可得交换图2.

图1 X0 →X1 和C1
0 →X1 的拉回 图2 关于图1的-/B(-)函子

  因为图1中的第三行及第三列是CE 正合的,所以图2的第三行与第三列是正合的.因为-/B(-)是
右正合 函子,所以第二行与第二列是左正合的.因此图1的第二行与第二列是CE 正合的.再由文献[4]的

3.1(1),我们有行与列正合的交换图3.其中

W1=Ker(C1
1 􀱇C0

0 →M)

因为图3中第二行与第三行是HomA(C,-)正合的,所以第一行是HomA(C,-)正合的.根据图3,我们

可以得交换图4.

图3 有关C1
1 􀱇C0

0 的交换图 图4 关于图3的循环的函子

  因为图4的第一列与第三列是正合的,根据蛇引理可得第一行与第二列是正合的.因此图3的第一行

与第二列是CE 正合的.我们有拉回图5,则可得交换图6.
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图5 X →M 和C1
1 􀱇C0

0 →M 的拉回 图6 关于图5的循环的函子

因为交换图6的第二行是正合的,由蛇引理可知第一列是正合的,因此图5的第二行与第一列是CE 正合

的.再由文献[4]的3.1(1),我们有以下行与列正合的交换图7,其中W2=Ker(C1
2􀱇C0

1 →W1),且图7
中第一行是HomA(C,-)正合的.根据以上证明可得图7的第一行与第二列是CE 正合的.重复以上过程

可得序列(4)与(5)是CE 正合的.

图7 有关C1
2 􀱇C0

1 的交换图

􀃡 因为CE 正合列(2)与(3)是HomA(-,C)正合的,所以在图3中第一列与第三列是HomA(-,C)
正合的,由文献[4]的2.5(1)知,第二列是HomA(-,C)正合的.因此图5的第一列是HomA(-,C)正合的,
且图7的第二列是HomA(-,C)正合的.故序列(4)是HomA(-,C)正合的.

􀃢 因为CE 正合列(2)与(3)是HomA(C,-)正合的,所以在图3中第一列与第三列是HomA(C,-)
正合的.由 􀃡 的证明可得到HomA(C,-)正合列:

… →C1
i+1 􀱇C0

i → … →C1
2 􀱇C0

1 →W1 →0
因此可得序列(4)是HomA(C,-) 正合的.

􀃣 如果CE 正合列(1)是HomA(-,C)正合的,则图1中第二行是HomA(-,C)正合的,且图5中第

二行是HomA(-,C)正合的.故序列(5)是HomA(-,C)正合的.如果CE 正合列(1)是HomA(C,-)正合

的,由文献[4]的引理2.4(1)知,图1中第二行是HomA(C,-)正合的,且图5中第二行是HomA(C,-)正

合的.故序列(5)是HomA(C,-)正合的.
对偶于定理1,我们有如下定理:
定理2 设

0 →Y1 →Y0 →Y →0 (6)
是A中的CE 正合列.令

0 →Y0 →C0
0 →C1

0 → … →Ci
0 → … (7)

是Y0 的一个CE C 余分解,且

0 →Y1 →C0
1 →C1

1 → … →Ci
1 → … (8)

是Y1 的一个余真CE C 余分解.则:

􀃠 有以下两个CE 正合列:

0 →Y →C →C1
0 􀱇C2

1 → … →Ci
0 􀱇Ci+1

1 → … (9)

0 →C0
1 →C0

0 􀱇C1
1 →C →0 (10)

  􀃡 如果CE 正合列(7)与(8)是HomA(C,-) 正合的,则序列(9)是HomA(C,-) 正合的;

􀃢 如果CE 正合列(7)是HomA(-,C) 正合的,则序列(9)是HomA(-,C) 正合的;
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􀃣 如果CE 正合列(6)是HomA(C,-)正合(HomA(-,C)正合)的,则序列(10)是HomA(C,-)正

合(HomA(-,C)正合)的.
定理3 设

0 →X1 →X0 →X →0 (11)
是A中的CE 正合列.令

Cn
0 → … →C1

0 →C0
0 →X0 →0 (12)

是X0 的一个真CE C 分解,且

Cn-1
1 → … →C1

1 →C0
1 →X1 →0 (13)

是X1 的一个CE C 分解.则:

􀃠 有CE 正合列

Cn
0 􀱇Cn-1

1 → … →C2
0 􀱇C1

1 →C1
0 􀱇C0

1 →C0
0 →X →0 (14)

  􀃡 如果CE 正合列(11)-(13)是HomA(-,C) 正合的,则序列(14)是HomA(-,C) 正合的;

􀃢 如果CE 正合列(11)与(13)是HomA(C,-) 正合的,则序列(14)是HomA(C,-) 正合的.
证  􀃠 对1≤i≤n-j(j=0,1),令Ki

j =Im(Ci
j →Ci-1

j ).考虑拉回图8.
因为图8中第二列是HomA(C,-)正合的,所以由文献[4]的引理2.4(1)知,第一列是HomA(C,-)

正合的.我们有交换图9.

图8 X1 →X0 和C0
0 →X0 的拉回 图9 关于图8的循环函子

  因为图8中的第三行与第二列是CE 正合的,所以图9的第三行与第二列是正合的.因为交换图9的第

二行是正合的,再由蛇引理可得第一列是正合的.则图8的第二行与第一列是CE 正合的.由文献[4]的引

理3.1(1)知,有如下行与列正合的交换图10,其中W2=Ker(C1
0􀱇C0

1 →W1).因为图10的第二行与第

三行是HomA(C,-) 正合的,所以由文献[4]的引理3.1(1)得第一行是HomA(C,-) 正合的,其中:

Wi=Im(Ci
0 􀱇Ci-1

1 →Ci-1
0 􀱇Ci-2

1 )   2≤i≤n
W1=Im(C1

0 􀱇C0
1 →C0

0)
根据图10,可以得到以下交换图11.

图10 有关C1
0 􀱇C0

1 的交换图 图11 有关图10的循环函子

  由蛇引理可得图11中第一行与第二列是CE 正合的.因此序列(14)是CE 正合的.
􀃡 因为图8的第三行与第二列是HomA(-,C) 正合的,由文献[4]的2.5(1)知,图8的第二行是

HomA(-,C) 正合的.再由图10的第一列与第三列是 HomA(-,C) 正合的,可证图10的第二列是

HomA(-,C) 正合的.因此序列(14)是HomA(-,C) 正合的.
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􀃢 因为图8的第三行与图10的第三列是HomA(C,-)正合的,所以由文献[4]的引理2.5(2)可证图

8中第二行与图10中第二列是HomA(C,-) 正合的.因此序列(14)是HomA(C,-) 正合的.
对偶于定理3,我们有如下定理:
定理4 设

0 →Y →Y0 →Y1 →0 (15)
是A中的CE 正合列.令

0 →Y0 →C0
0 →C0

1 → … →C0
n (16)

是Y0 的一个余真CE C 余分解,且

0 →Y1 →C1
0 →C1

1 → … →C1
n-1 (17)

是Y1 的一个CE C 余分解.则:

􀃠 有CE 正合列

0 →Y →C0
0 →C1

0 􀱇C0
1 →C1

1 􀱇C0
2 → … →C1

n-1 􀱇C0
n (18)

  􀃡 如果CE 正合列(15)-(17)是HomA(C,-) 正合的,则序列(18)是HomA(C,-) 正合的;

􀃢 如果CE 正合列(15)与(17)是HomA(-,C) 正合的,则序列(18)是HomA(-,C) 正合的.
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CartanEilenberg-(Co)ProperResolutions

FENGBo-ya, YANGXiao-yan
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Abstract:LetAbeanAbeliancategory.ThispaperdefinestheCartanEilenberg-(co)properresolution
(referredtoasCE-(co)properresolution),providesamethodtoconstructaCE-(co)properresolutionin
ashortexactsequence,andgivessomerelationshipbetweenitandthefunctorHomA(-,-).
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