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Diophantine方程x3+8=py2

有本原正整数解的必要条件①
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摘要:设p是奇素数.运用Pell方程的性质证明了:如果方程x3+8=py2 有适合gcd(x,y)=1的正整数解(x,y),

则必有p≡1,7(mod24).
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设N+ 是全体正整数的集合.对于无平方因子的正奇数D,方程

x3+8=Dy2   x,y∈N+,gcd(x,y)=1 (1)
是一类基本而又重要的三次Diophantine方程,人们曾对此有过很多研究.例如,文献[1]曾证明了:当D
不能被3或6k+1之形的奇素数整除时,方程(1)至多有1组解(x,y).文献[2]在文献[1]的条件下进一

步证明了:如果D ≡3(mod4),则方程(1)无解.
设p 是奇素数.本文将讨论方程(1)在D=p 时的求解问题.此时,方程(1)可表示成

x3+8=py2   x,y∈N+,gcd(x,y)=1 (2)
根据文献[2]的结果可知:如果p≡11(mod12),则方程(2)无解.本文将运用Pell方程的性质完整地解决

方程(2)在p≡2(mod3)时的求解问题,即证明了:
定理1 如果p≡5(mod12),则方程(2)仅当p=5时有解(x,y)=(13,21).
显然,从定理1和文献[2]的结果直接可知:如果p≡2(mod3),则方程(2)当p=5时仅有解(x,y)=

(13,21).当p≡1(mod3)时,方程(2)的求解是一个十分困难的问题,目前已知方程(2)在p满足下列条件

时无解:
(P1)[3]p=7;
(P2)[4]p=37;
(P3)[5-6]p=43,61;
(P4)[7]p=73;
(P5)[8]p=79;
(P6)[9]p=103;
(P7)[10]p=109;
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(P8)[11-12]p=3(8n+2)(8n+3)+1,其中n 是正整数;
(P9)[13]p≡19(mod24);
(P10)[14]p=3(8n+3)(8n+4)+1,其中n 是正整数.
本文运用Pell方程的性质找出了另一类可使方程(2)无解的奇素数p,即证明了:
定理2 如果p≡13(mod24),则方程(2)无解.
显然,文献[4,6,10,14]的结果都是定理2的特例.同时,综合上述结果可知:如果方程(2)有解(x,y),

则必有p≡1,7(mod24).
对于正整数r,设:
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其中:
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  对于非负整数s,设:
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  引理1 􀃠 (u,v)=(ur,vr)(r=1,2,…)是方程

u2-3v2=1   u,v∈N+ (7)
的全部解.

􀃡 (U,V)=(U2s+1,V2s+1)(s=0,1,…)是方程

U2-3V2=-2   U,V ∈N+ (8)
的全部解.

􀃢 当r是偶数时,ur 是奇数;当r是奇数时,ur 是偶数.
􀃣 对于任何正整数n,都有gcd(U2n+1,V2n-1)=1.
证  根据Pell方程的性质(参见文献[15]的第5.2节)直接可得引理1的结论􀃠和􀃡.从(3)式和(4)

式可知ur 满足结论 􀃢.
现在来证明引理1的结论 􀃣.从(5)式和(6)式可知数列{U2s+1}∞s=0 满足递推关系:

U1=1   U3=5   U2s+5=4U2s+3-U2s+1   s≥0 (9)
从(9)式可知U2s+1(s=0,1,…)都是正奇数,而且

gcd(U2s+5,U2s+3)=gcd(U2s+3,U2s+1)=…=gcd(U3,U1)=gcd(5,1)=1 (10)
设

d=gcd(U2n+1,V2n-1)

从(5)式和(6)式可知ββ=-1以及
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U2n+1=6V2n-1+U2n-3 (11)
其中

U-1=β-1+β-1

2
=β+β
ββ 2

=-1

故有d|U2r-3.又因d|U2r+1 且d|U2r-3,其中d 是正奇数,所以从(9)式可得d|U2r-1.因此,d 适合

d|gcd(U2r+1,U2r-1) (12)
于是,从(10)式和(12)式可得d=1.引理1证毕.

根据文献[15]的第6.2节提到的结果直接可得以下两个引理:
引理2 方程

X4-3Y2=-2   X,Y ∈N+ (13)
仅有解(X,Y)=(1,1).

引理3 方程

X2-3Y4=-2   X,Y ∈N+ (14)
仅有解(X,Y)=(1,1).

定理1的证明

设(x,y)是方程(2)的一组解.因为

gcd(x,y)=1
所以x 和y 都是正奇数.又因:

x3+8=(x+2)(x2-2x+4)

gcd(x+2,x2-2x+4)=1,3
而且当

gcd(x+2,x2-2x+4)=3
时必有3‖x2-2x+4,故从方程(2)仅可能得出以下4种情况:
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ì
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或
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若(15)式成立,因为x 和y 都是正奇数,所以b也是正奇数,故从

x2-2x+4=b2

可得

1≡b2 ≡x2-2x+4≡1-2+4≡3(mod4) (19)
矛盾.因此,情况(15)是不可能出现的.

由于x2-2x+4的素因数q都满足q=3或者q≡1(mod3),所以当p≡5(mod12)时,因为
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p≡2≢1(mod3)
情况(16)和(18)都不可能出现,因此此时仅需考虑情况(17).

当(17)式成立时,在其中前两个等式中消去x,可得

b2-3(pa2-1)2=1 (20)
从(20)式可知方程(7)有解

(u,v)=(b,pa2-1)
又因b是正奇数,故从引理1的结论 􀃠 和 􀃢 可知:

b=u2n

pa2-1=v2n
{    n∈N+ (21)

从(4)式和(6)式可知:

α=β2   α=β2   ββ=-1
所以从(3),(5),(9)式可得

pa2=v2n +1=
α2n -α2n

α-α +1=β4n -β4n

β2-β2
-(ββ)2n-1=

(β2n+1+β2n+1)(β2n-1-β2n-1)
β2-β2

=U2n+1V2n-1 (22)

由于p 是奇素数,又从引理1的结论 􀃣 可知

gcd(U2n+1,V2n-1)=1
所以从(22)式可得

U2n+1=f2

V2n-1=pg2 f,g∈N+

a=fg

ì
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  如果(23)式成立,则根据引理1的结论 􀃡,从(23)式中的U2n+1=f2 可知方程(13)有解

(X,Y)=(f,V2n+1)
然而,因为:

2n+1≥3   V2n+1 ≥V3 >1
所以根据引理2可知(23)式不成立.

如果(24)式成立,则根据引理1的结论 􀃡,从(24)式中的V2n-1=g2 可知方程(13)有解

(X,Y)=(U2n-1,g)
因此,从引理3可知,此时仅有:

n=1   V2n-1=V1=1   g=1
U2n+1=U3=5   p=5   f=1   a=1

将此代入(17)式即得x=13和y=21.由此可知:如果p≡5(mod12),则方程(2)仅当p=5时有解(x,

y)=(13,21).定理1证毕.
定理2的证明

因为p≡13(mod24),所以从定理1的证明过程可知,如果方程(2)有解(x,y),则x 和y必定满足

(16)式或(18)式.
如果(16)式成立,因为x 是正奇数,所以从其中的x+2=a2 可知a 也是正奇数,故有
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x≡a2-2≡1-2≡7(mod8) (25)
又因b也是正奇数,所以将 (25)式代入(16)式中的x2-2x+4=pb2,可得

p≡pb2 ≡x2-2x+4≡1+2+4≡7(mod8) (26)
与题设条件p≡13≡5(mod8)矛盾,故(16)式不成立.

同理,如果(18)式成立,从其中的x+2=3a2,可知

x≡3a2-2≡3-2≡1(mod8) (27)
再将(27)式代入(18)式中的x2-2x+4=3pb2,可得

3p≡3pb2 ≡x2-2x+4≡1-2+4≡3(mod8) (28)
又因gcd(3,8)=1,所以从(28)式可知p≡1(mod8),与题设条件p≡13≡5(mod8)矛盾,故(18)式

不成立.综上所述可知:如果p≡13(mod24),则方程(2)无解.定理2证毕.
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Abstract:Letpbeanoddprime.UsingsomepropertiesofPellequations,thispaperprovesthatifthe
equationx3+8=py2haspositiveintegersolutions(x,y)withgcd(x,y)=1,thenp≡1,7(mod24).
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