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摘要:给出了一类新的广义一致伪拟(F,α,ρ,d)-I型凸函数,利用这类新的广义凸函数,得到了涉及广义一致

强伪拟、弱严格伪拟、弱伪拟以及伪拟(F,α,ρ,d)-I型凸函数的多目标半无限规划的最优性条件.同时给出了

Mond-Weir与 Wolfe型混合对偶模型,得到了涉及广义一致伪拟、严格伪拟(F,α,ρ,d)-I型凸函数的多目标半

无限规划的弱对偶定理.

关 键 词:多目标半无限规划;广义一致伪拟(F,α,ρ,d)-I型凸函数;最优性;对偶性

中图分类号:O221.2    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2017)03 0055 07

多目标半无限规划问题是在若干约束条件下,研究有限多个目标函数的极值问题.如果目标函数数量

是一个,则此时多目标半无限规划就变为单目标半无限规划问题.多目标半无限规划广泛应用于控制系统

设计、竞争状态下的决策、多目标优化以及滤波设计等各种领域[1-2].单目标半无限规划邻域的研究已有很

多 [3].多目标半无限规划问题的研究始于80年代[4-6].
由于凸函数与广义凸性在多目标规划的最优性条件和对偶理论中有着非常重要的作用,与之相关的凸

性推广引起了人们极大的兴趣:文献[7-15]讨论了各种凸性及其最优性与对偶形式;文献[16]给出了广

义(F,α,ρ,d)-I型凸函数,得到了一类非线性分式规划的最优性条件与对偶性结果;文献[17]给出了

(F,α,ρ,d)-I型凸函数,得到了一类不可微多目标规划的若干最优性条件与混合对偶型结果;文献

[18]在二阶(F,α,ρ,d)-I型凸函数的基础上,得到了一类多目标规划的对偶性结果;文献[19]在广义

(F,α,ρ,d)-I型凸函数,得到了一类极大极小分式规划的若干二阶对偶型结果;文献[20]在广义(F,

α,ρ,d)-I型凸函数,得到了一类对称不可微多目标分式变分问题的对偶型结果;文献[21]定义了高阶

(F,α,ρ,d)-I型凸函数,得到了一类多目标分式规划的高阶对称对偶型结果;文献[22]基于广义(F,

α,ρ,d)-I型凸函数,得到了一类不可微多目标高阶对称规划的对偶型结果.
本文在文献[16-22]的基础上,首先给出一类新的广义一致伪拟(F,α,ρ,d)-I型凸函数,然后利

用这类新的广义凸函数,得到了涉及广义一致强伪拟、弱严格伪拟、弱伪拟以及伪拟(F,α,ρ,d)-I型凸

函数的多目标半无限规划的最优性条件.同时给出了 Mond-Weir与 Wolfe型混合对偶模型,得到了涉及广

义一致伪拟、严格伪拟(F,α,ρ,d)-I型凸函数的多目标半无限规划的弱对偶定理.推广了文献[16-22]

的成果,这些成果进一步丰富了最优化理论.
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1 预备知识

设当x ≦y 时,对于任意i,有xi ≦yi 成立;当x≤y时,对于任意i,有xi ≦yi 成立,且至少存在

一个j∈ {1,2,…,n}使得xj <yj 成立.当x<y时,对于任意i,有xi<yi 成立,我们用x≤/y表示

x ≤y 的否定形式.
本文约定,对于局部Lipschitz函数φ:X →R,用Clarke方向导数表示[4],即

φ0(x,v)=limsup
x→x
t→0+

1
2
(φ(x+tv)-φ(x))

φ 在点x 处的Clarke次微分定义为

􀆟φ(x)=(x* ∈E*:φ0(x,v)≧<x*,v>)

其中E* 表示E 的拓扑对偶,<.,.>表示对偶对.
本文考虑如下多目标半无限规划问题(SIVP)

minf(x)=(f1(x),…,fp(x))

s.t.g(x,u)≦0,x∈X0.u∈U{
其中:X ⊆Un 是非空集,f:X →Rp,g:X×U →R,u∈U 在X 上是局部Lipschitz函数,U ⊂Rm

是无限参数集.记

X0={x|g(x,u)≦0,x∈X,u∈U},J(x)={j|g(x,uj)=0,x∈X0,u∈U}

设U* = {u∈U|g(x,uj)≦0,j∈Δ,Δ是相应的指标集}是U 的任意可数子集,Λ= {μj|μj ≧0,j∈
Δ,有有限个μj≠0}.F次线性泛函,X×X →R+\{0},,α1,α2:X×X →R+\{0},φi:R →R,φj:

R →R,ρiρj ∈R,ρj ∈R,ρj ∈R.

定义1 若对任意x ∈A,(f,g)在x 处是广义一致伪拟(F,α,ρ,d)-I型的,则有

bi(x,x)φi[fi(x)-fi(x)]<0⇒F x,x;α1 x,x( )ξi( ) +ρid2(x,x)<0,ξi ∈∂fi(x) (1)

-bj(x,x)φj[g(x,uj)]≦0⇒F x,x;α2 x,x( )ηj( ) +

ρjd2(x,x)≦0,∀ηj ∈∂g(x,uj),∀uj ∈U* (2)

在上述定义中,如果不等式(1)满足

bi(x,x)φi[fi(x)-fi(x)]≦0⇒F x,x;α1 x,x( )ξi( ) +ρid2(x,x)<0,ξi ∈∂fi(x)

则我们称(f,g)在x 处是广义一致严格伪拟(F,α,ρ,d)-I型的.
定义2 若对任意x ∈A,(f,g)在x 处是弱严格伪拟(F,α,ρ,d)-I型的,则有

bi(x,x)φi[fi(x)-fi(x)]≤0⇒F x,x;α1 x,x( )ξi( ) +ρid2(x,x)<0,∀ξi ∈∂fi(x) (3)

-bj(x,x)φj[g(x,uj)]≦0⇒F x,x;α2 x,x( )ηj( ) +

ρjd2(x,x)≦0,∀ηj ∈∂g(x,uj),∀uj ∈U* (4)

  定义3 若对任意x ∈A,(f,g)在x 处是广义一致强伪拟(F,α,ρ,d)-I型的,则有

bi(x,x)φi[fi(x)-fi(x)]≤0⇒F x,x;α1 x,x( )ξi( ) +ρid2(x,x)≤0,∀ξi ∈∂fi(x) (5)

-bj(x,x)φj[g(x,uj)]≦0⇒F x,x;α2 x,x( )ηj( ) +

ρjd2(x,x)≦0,∀ηj ∈∂g(x,uj),∀uj ∈U* (6)

  定义4 若对任意x ∈A,(f,g)在x 处是广义一致弱伪拟(F,α,ρ,d)-I型的,则有

bi(x,x)φi[fi(x)-fi(x)]<0⇒F x,x;α1 x,x( )ξi( ) +ρid2(x,x)≤0,∀ξi ∈∂fi(x) (7)

-bj(x,x)φj[g(x,uj)]≦0⇒F x,x;α2 x,x( )ηj( ) +
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ρjd2(x,x)≦0,∀ηj ∈∂g(x,uj),∀uj ∈U* (8)

2 最优性充分条件

定理1 设规划(SIVP)有可行解x,向量λ ∈Rp
+,λ >0,uj ∈Λ,满足

1)0∈∑
p

i=1
λi􀆟fi(x)+∑

j∈Δ
μj􀆟g(x,uj).

2)μjg(x,uj)=0,j∈Δ.

3)(λ,u)≥0,∑
p

i=1
λi=1.

4)(f,g)在x 处是广义一致强伪拟(F,α,ρ,d)-I型的,(j∈J(x)).
5)当a<0时,φi(a)<0;a=0时,φi(a)≦0,φj(a)≧0.

6)∑
p

i=1
λiρ1

i
1

α1 x,x( )
+ ∑

j∈J x( )

μjρ2
j

1
α2 x,x( )

≧0.

则x 是规划(SIVP)的有效解.
证  假设x 不是规划(SIVP)的有效解.则存在x0 ∈X0 满足

f(x0)≤f(x)

由条件5)得

bi(x0,x)φi(fi(x0)-fi(x))≤0 (9)

当j∈J(x),g(x,uj)=0,以及条件5)得

-bj(x,x)φj(g(x,uj))≦0 (10)

由(9),(10)以及条件4),可得

F x,x;α1 x,x( )ξi( ) +ρid2(x0,x)≤0,∀ξi ∈∂fi(x) (11)

F x,x;α2 x,x( )ηj( ) +ρjd2(x0,x)≦0,∀ηj ∈∂g(x,uj) (12)

由于F 是次线性泛函,所以

α1 x,x( )F x,x;ξi( ) ≤-ρid2(x0,x),∀ξi ∈∂fi(x) (13)

α2 x,x( )F x,x;ηj( ) ≦-ρjd2(x0,x)∀ηj ∈∂g(x,uj) (14)

由(13),(14)以及条件3),可得

∑
p

i=1
λiF x,x;ξi( ) + ∑

j∈J x( )

μjF x,x;ηj( ) <- ∑
p

i=1
λiρ1i

1
α1 x,x( )

+ ∑
j∈J x( )

μjρ2j
1

α2 x,x( )

æ

è
ç

ö

ø
÷d2 x,x( )

再由F 的次线性泛函性以及条件6)可得

F x,x;∑
p

i=1
λiξi+ ∑

j∈J x( )

μjηj( ) <0

由条件2),我们有j∈Δ/J(x),μj =0,因此

F x,x;∑
p

i=1
λiξi+∑

j∈Δ
μjηj( ) <0

这与条件1)矛盾.因为F x,x;0( ) =0,因此,x 是规划(SIVP)的一个有效解.
定理2 设规划(SIVP)有可行解x,向量λ ∈Rp

+,λ >0,uj ∈Λ,满足

1)0∈∑
p

i=1
λi∂fi(x)+∑

j∈Δ
μj∂g(x,uj).

2)μjg(x,uj)=0,j∈Δ.
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3)λ ≥0.
4)(f,g)在x 处是广义一致弱严格伪拟(F,α,ρ,d)-I型的,j∈J(x).
5)当a<0时,φi(a)<0;当a=0时,φi(a)≦0.φj(a)≧0.

6)∑
p

i=1
λiρ1

i
1

α1 x,x( )
+ ∑

j∈J x( )

μjρ2
j

1
α2 x,x( )

≧0.

则x 是规划(SIVP)的有效解.
证  假设x 不是规划(SIVP)的有效解.则存在x0 ∈X0 满足f(x0)≤f(x),由条件5)得

bi(x0,x)φi(fi(x0)-fi(x))≤0 (15)

当j∈J(x),g(x,uj)=0时,由条件5)得

-bj(x,x)φj(g(x,uj))≦0 (16)
由(15),(16)以及条件4)可得

F x,x;α1 x,x( )ξi( ) +ρid2(x0,x)<0,∀ξi ∈∂fi(x) (17)
及

F(x,x;α2(x,x)ηj)+ρjd2(x0,x)≦0,∀ηj ∈􀆟g(x,uj) (18)
余下的证明和定理1类似.

定理3 设规划(SIVP)有可行解x,向量λ∈Rp
+,λ>0,uj ∈Λ,满足定理2中的条件1)-5).同

时,假设(f,g)在x 处是广义一致弱伪拟(F,α,ρ,d)-I型的,j∈J(x),则x 是规划(SIVP)的弱有

效解.
证  假设x 不是规划(SIVP)的弱有效解.则存在x0 ∈X0 满足

f(x0)<f(x)
由定理2中的6)得

bi(x0,x)φi(fi(x0)-fi(x))<0 (19)

当j∈J(x),g(x,uj)=0时,由定理2中的5)可得

-bj(x,x)φj(g(x,uj))≦0 (20)

再由(19),(20)式以及(f,g)在x(j∈J(x))处是广义一致弱伪拟(F,α,ρ,d)-I型,可得

F x,x;α1 x,x( )ξi( ) +ρid2(x0,x)≤0   ∀ξi ∈∂fi(x) (21)
及

F x,x;α2 x,x( )ηj( ) +ρjd2(x0,x)≦0   ∀ηj ∈∂g(x,uj) (22)
其余证明与定理1类似.

定理4 设规划(SIVP)有可行解x,向量λ∈Rp
+,uj∈Λ,满足定理2中的条件1)-5).同时,假设

(f,g)在x(j∈J(x))处是广义一致伪拟(F,α,ρ,d)-I型的,则x 是规划(SIVP)的有效解.

3 混合型对偶

设J1 ⊆Δ,J2=Δ\J1,我们考虑以下混合型对偶(XMOP)

maxf(y)+∑
j∈J1

μjg(y,uj)e

s.t.0∈∂∑
p

i=1
λifi(y)+∑

j∈J1
μjg(y,uj)e( ) +∂∑

j∈J2
μjg(y,uj)e( )

∑
j∈J2

μjg(y,uj)e≧0

μj ∈Λ,λi ≥0,∑
p

i=1
λi=1,λTe=1

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
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在混合型对偶(XMOP)中,我们分别用J1=φ 表示 Mond-Weir型对偶,用J2=φ 表示 Wolfe型对偶.
定理5(弱对偶性) 设x 与(y,λ,uj,μ)分别是(SIVP)与(XMOP)的可行解,且满足条件

1)λ>0,∑
p

i=1
λifi(.)+∑

j∈J1
μjg(.,uj),∑

j∈J2
μjg(.,uj)( ) 在y处是广义一致伪拟(F,α,ρ,d)-I型.

2)当a<0时,φ1(a)<0;当a ≧0时,φ2(a)≧0.

3)ρ1
1

α1 x,x( )
+ρ2

1
α2 x,x( )

≧0.

则

f(x)≤f(y)+∑
j∈J1

μjg(y,uj)e (23)

不成立.
证  假设(23)式成立,由于x 是(XMOP)的可行解,我们可得

f(x)+∑
j∈J1

μjg(x,uj)e≤f(y)+∑
j∈J1

μjg(y,uj)e

由λ >0得

∑
p

i=1
λifi(x)+∑

j∈J1
μjg(x,uj)<∑

p

i=1
λifi(y)+∑

j∈J1
μjg(y,uj)

利用条件2)得

b1 x,y( )φ1 ∑
p

i=1
λifi(x)+∑

j∈J1
μjg(x,uj)( -∑

p

i=1
λifi(y)+∑

j∈J1
μjg(y,uj)) <0 (24)

由于(y,λ,uj,μ)是(XMOP)可行解,因此有

∑
j∈J2

μjg(y,uj)≧0

由条件2)得

b2 x,y( )φ2 ∑
j∈J2

μjg(x,uj)( ) ≦0 (25)

利用(24),(25)式以及条件1)可得

F x,y;α1 x,y( )ξ( ) +ρ1d2(x,x)<0,∀ξ∈∂∑
p

i=1
λifi(y)+∑

j∈J1
μjg(y,uj)( ) (26)

F x,y;α2 x,y( )η( ) +ρ2d2(x,x)≦0,∀η∈ (∑
j∈J2

μjg(y,uj) (27)

由α1 x,y( ) >0,α2 x,y( ) >0以及(26),(27)式可得

α1 x,x( )F x,x;ξ( ) ≤-ρ1d2(x0,x)   ∀ξ∈∂∑
p

i=1
λifi(y)+∑

j∈J1
μjg(y,uj)( )

a2 x,x( )F x,x;η( ) ≦-ρ2d2 x0,x( )    ∀η∈∑
j∈J2

μjg(y,uj)

由于F 是次线性的,可得

F(x,y;ξ+η)<- ρ1
1

α1(x,x)
+ρ2

1
α2(x,x)

æ

è
ç

ö

ø
÷d2(x,x)

由条件3)得F(x,y;ξ+η)<0.因为F(x,y;0)=0,这与对偶约束条件矛盾,因此,(23)式不成立.
定理6(弱对偶性) 设x 与(y,λ,uj,μ)分别是(SIVP)与(XMOP)的可行解且以下条件成立:

1)λ >0, ∑
p

i=1
λifi(.)+∑

j∈J1
μjg(.,uj),∑

j∈J2
μjg(.,uj)( ) 在y 处是广义一致严格伪拟(F,α,ρ,

d,)-I型的.
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2)当a ≦0时,φ1(a)≦0;当a ≧0时,φ2(a)≧0.

3)ρ1
1

α1 x,x( )
+ρ2

1
α2 x,x( )

≧0.

则

f(x)≤f(y)+∑
j∈J1

μjg(y,uj)e

不成立

证  定理的证明类似定理5.
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OptimalityandDualityforaClassofMultiobjective
Semi-InfiniteProgramming

WANGRong-bo, FENG Qiang, LIU Rui
CollegeofMathematicsandComputerScience,Yan􀆳anUniversity,Yan􀆳anShaaxi716000,China

Abstract:Aclassofnewgeneralizeduniformpseudoquasi(F,α,ρ,d)-Itypefunctionaregiven.Theop-

timalityconditionsforaclassofmultiobjectivesemi-infiniteprogrammingareobtainedinvolvinggeneral-

izeduniformstrongpseudoquasi,weakstrictlypseudoquasi,weakpseudoquasiandpseudoquasi(F,α,ρ,

d)-Itypefunction.Themixedtypedualitymodelforthemultiobjectivesemi-infiniteprogrammingprob-

lemareformulatedandweakmixedtypedualitytheoremsareestablishedrelatinggeneralizeduniform

pseudoquasi,strictlypseudoquasiweak(F,α,ρ,d)-Itypefunction.

Keywords:multiobjectivesemi-infiniteprogramming;generalizeduniformpseudoquasi(F,α,ρ,d)-I

typefunction;optimality;duality
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