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关于标准Reed-Solomon码的错误距离的注记①
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摘要:Reed-Solomon码是数字通信领域中的一类重要的极大距离可分码.Reed-Solomon码的译码过程,通常采用最

大似然译码算法.对于收到的一个码字u∈Fn
q,最大似然译码算法关键在于确定码字u对于码C 的错误距离d(u,

C).熟知d(u,C)≤n-k,其中n,k分别为码C 的码长和维数.若d(u,C)=n-k,则称u为码C 的深洞.借助

有限域Fq 上极大距离可分码的生成矩阵部分证明了标准Reed-Solomon码的深洞猜想.
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1960年作为MIT林肯实验室成员的IrvingSReed和GustaveSolomon提出了一种基于多项式的纠错

编码即Reed-Solomon码.由于Reed-Solomon码为极大距离可分码即最小距离可达到Singleton界,而且

Reed-Solomon码作为循环码的一种特殊情形,能够高效地进行编码,尤其是针对标准Reed-Solomon码的

软件实现非常方便;并且Reed-Solomon码能够很好地被译码,因此Reed-Solomon码在数字通信领域中的

实际应用十分广泛.1977年发射的“旅行者一号”、“旅行者二号”空间探测器就使用了Reed-Solomon码向

地球传回了土星、天王星等天体的宝贵天文图片.在Reed-Solomon码的研究中,其中一个重要方面是在采

用MLD算法时对于收到的码字u如何确定其错误距离d(u,C),而错误距离问题主要在于确定其界,达到

上界即深洞[1]问题,达到下界即平凡码字[2]问题.文献[3]猜想标准Reed-Solomon码的深洞只有码字u的

拉格朗日插值多项式u(x)为axk+f≤k-1(x)的情形.文献[4]通过对Reed-Solomon码进行离散傅立叶变

换,得到当收到的码字u的拉格朗日插值多项式u(x)为axq-2+f≤k-1(x)时,u是标准Reed-Solomon码

的深洞,并由此推翻了Cheng-Murry猜想,进一步Wu和Hong猜想码字u为标准Reed-Solomon码的深洞

当且仅当其拉格朗日插值多项式u(x)为axk+f≤k-1(x)或axq-2+f≤k-1(x),其中a∈F*
q ,f≤k-1(x)为

Fq 上次数不超过k-1的多项式.文献[5]通过对有限域上特定方程的求解证明当Fq 为特征为2的有限域

时,axq-3+f≤k-1(x)为Reed-Solomon码的深洞,其中a∈F*
q ,f≤k-1(x)为Fq 上 次数不超过k-1的多

项式.
在本文中,当λ∈F*

q ,f≤k-1(x)为Fq 上次数不超过k-1的多项式时,我们证明了λxq-3+f≤k-1(x)
和λxk+1+f≤k-1(x)不是奇特征的有限域Fq 上的Reed-Solomon码的深洞.

1 预备知识

在本节中,我们给出一些定义和引理.
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定义1[3] 设Fq 为特征为p 的有限域,令集合F*
q ={a1,a2,a3,…,aq-1},有限域Fq 上长度为n,

维数为k的标准Reed-Solomon码定义为

RSq(F*
q ,k):={(f(a1),f(a2),f(a3),…,f(aq-1))∈Fn

q|f(x)∈Fq[x],degf(x)≤k-1}

其中n=q-1,RSq(F*
q ,k)中的元素称为码字.

定义2[4] 设u= (u1,u2,u3,…,un)∈Fn
q,v= (v1,v2,v3,…,vn)∈Fn

q,定义d(u,v)= #{i|
ui ≠vi,ui ∈Fq,vi ∈Fq}为码字u,v的汉明距离.

定义3[4] 有限域Fq 上的[n,k]q 线性码C,对于接受到的码字u∈Fn
q,定义d(u,C)=min{d(u,v)|

v∈C,v≠0}为码字u 对于码C 的错误距离.显然d(u,C)=0⇔u∈C.
定义4[4] 有限域Fq 上的[n,k]q 线性码C,定义ρ(C)=max{d(u,C)|u∈Fn

q}为码C 的覆盖半

径.特别地,对于Reed-Solomon码有ρ(C)=n-k.
对于标准Reed-Solomon码,设收到的码字u=(u1,u2,u3,…,un)∈Fn

q,Fq 上的拉格朗日插值多项

式定义为

u(x):=∑
n

i=1
ui ∏

n

i=1,j≠i

x-xj

xi-xj

其中u(xi)=ui.由拉格朗日插值多项式的性质知

degu(x)≤n-1
又

u∈C⇔degu(x)≤k-1⇔d(u,C)=0
故文中我们只讨论k≤degu(x)≤n-1=q-2的情形.

引理1[6] 设u∈Fn
q,k≤degu(x)≤n-1,C 为Fq 上的长度为n,维数为k的Reed-Solomon码,

则

n-deg(u(x))≤d(u,C)≤n-k
  定义5[7] 设C 为Fq 上的长度为n,维数为k的Reed-Solomon码,若d(u,C)=n-k,称码字u为

Reed-Solomon码的深洞,其中u(x)为u 的拉格朗日插值多项式.
引理2[8] 设C 为Fq 上的维数为k的Reed-Solomon码,u,v∈Fn

q,若u(x)=λv(x)+f≤k-1(x),其

中λ∈F*
q ,f≤k-1(x)为Fq 上次数不超过k-1的多项式,u(x),v(x)分别为码字u,v的拉格朗日插值多

项式,则d(u,C)=d(v,C),即u 为码C 的深洞当且仅当v为码C 的深洞.
引理3[9] 设Fq 为特征为p的有限域,C 为Fq 上的[n,k]MDS码且其覆盖半径ρ=n-k,则码字

u∈Fn
q 为码C 的深洞当且仅当

Gu =
G
u
æ

è
ç

ö

ø
÷

为 MDS码的生成矩阵,即Gu 的任意k+1列线性无关,其中G 为码C 的生成矩阵.
引理4 设Fq 为特征p≥7的有限域,若2≤k≤q-5,则方程x1+x2+…+xk+1=0在F*

q 中有

解,其中{x1,x2,…,xk+1}⊂F*
q .

证  因为Fq 为特征p≥7的奇特征域,所以对于任意的α∈F*
q ,有

{α,-α}⊂F*
q

从而

Fq ={0,α1,-α1,α2,-α2,…,αq-1
2
,-αq-1

2
}

   当2|k+1时,令

{x1,x2,…,xk+1}={α1,-α1,α2,-α2,…,αk+1
2
,-αk+1

2
}⊂F*

q

则
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∑
k+1

i=1
xi=α1+(-α1)+α2+(-α2)+…+αk+1

2
+(-αk+1

2
)=0

   当2⫮k+1时,因为Fq 为特征p≥7的有限域,所以{1,2,p-3}⊂Fp
* ⊂F*

q .又2≤k≤q-
5,从而存在

{γ1,-γ1,…,γk-2
2
,-γk-2

2
}⊂F*

q\{1,2,p-3}

令

{x1,x2,…,xk+1}={1,2,p-3}∪ {γ1,-γ1,…,γk-2
2
,-γk-2

2
}

则

∑
k+1

i=1
xi=1+2+p-3+γ1+(-γ1)+…+γk-2

2
+ -γk-2

2
( ) =0

由 , 知,存在F*
q 中k+1个不同元满足

∑
k+1

i=1
xi=0

引理4证毕.

2 主要结果

定理1 设Fq 为特征p≥7的有限域,若

u(x)=λxq-3+f≤k-1(x),2≤k≤q-5
其中λ∈F*

q ,f≤k-1(x)为Fq 上次数不超过k-1的多项式,u(x)为码字u的拉格朗日插值多项式,则码

字u 不是RSq(F*
q ,k)的深洞.

证  设F*
q ={α1,α2,…,αq-1},则RSq(F*

q ,k)的生成矩阵为

G=

1 1 1 … 1
α1 α2 α3 … αq-1

α21 α22 α23 … α2q-1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

αk-1
1 αk-1

2 αk-1
3 … αk-1

q-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

不妨设uk(x)=xq-3,则

uk =(αq-3
1 ,αq-3

2 ,…,αq-3
q-1)

从而有

Guk =
G
uk

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1 1 1 … 1
α1 α2 α3 … αq-1

α21 α22 α23 … α2q-1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

αk-1
1 αk-1

2 αk-1
3 … αk-1

q-1

αq-3
1 αq-3

2 αq-3
3 … αq-3

q-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

取{β1,β2,β3,…,βk+1}⊆F*
q ,下面考虑Guk 的k+1阶子方阵

Guk
k+1=

1 1 1 … 1

β1 β2 β3 … βk+1

β21 β22 β23 … β2k+1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

βk-1
1 βk-1

2 βk-1
3 … βk-1

k+1

βq-3
1 βq-3

2 βq-3
3 … βq-3

k+1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
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则

det(Guk
k+1
)=

1 1 1 … 1

β1 β2 β3 … βk+1

β21 β22 β23 … β2k+1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

βk-1
1 βk-1

2 βk-1
3 … βk-1

k+1

βq-3
1 βq-3

2 βq-3
3 … βq-3

k+1

=

∏
k+1

i=1
β-2

i

β21 β22 β23 … β2k+1

β31 β32 β33 … β3k+1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

βk+1
1 βk+1

2 βk+1
3 … βk+1

k+1

1 1 1 … 1

=

(-1)k∏
k+1

i=1
β-2

i

1 1 1 … 1

β21 β22 β23 … β2k+1

β31 β32 β33 … β3k+1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

βk+1
1 βk+1

2 βk+1
3 … βk+1

k+1

又因为

1 1 1 … 1 1

β1 β2 β3 … βk+1 x

β21 β22 β23 … β2k+1 x2

β31 β32 β33 … β3k+1 x3

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

βk+1
1 βk+1

2 βk+1
3 … βk+1

k+1 xk+1

=

∏
k+1

i=1

(x-βi) ∏
1≤i<j≤k+1

(βj -βi)≜

∑
k+1

i=0
aixi

从而

det(Guk
k+1
)=(-1)k∏

k+1

i=1
β-2

i (-1)k+4a1=

(-1)2k+4∏
k+1

i=1
β-2

i ∏
1≤i<j≤k+1

(βj -βi)∑
k+1

j=1

(-1)k∏
k+1

i=1
βiβ-1

j =

(-1)3k+4∏
k+1

i=1
β-1

i ∏
1≤i<j≤k+1

(βj -βi)∑
k+1

j=1
β-1

j ≜

(-1)3k+4∏
k+1

i=1
β-1

i ∏
1≤i<j≤k+1

(βj -βi)∑
k+1

j=1
γj

故由引理4知,当p≥7,2≤k≤q-5时,存在{γ1,γ2,…,γk+1}⊂F*
q 使得

∑
k+1

j=1
γj =0
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从而有

det(Guk
k+1
)=0

即Guk 中存在k+1列线性相关.据引理3知,uk 不是RSq(F*
q ,k)的深洞.又

u(x)=λuk(x)+f≤k-1(x)

从而对于1≤i≤q-1有

u(αi)=λuk(αi)+f≤k-1(αi)

即

u=λuk +f≤k-1

由引理2知,u 不是RSq(F*
q ,k)的深洞.定理1证毕.

定理2 设Fq 为特征p≥7的有限域,若

v(x)=λxk+1+f≤k-1(x),2≤k≤q-5

其中λ∈F*
q ,f≤k-1(x)为Fq 上次数不超过k-1的多项式,v(x)为码字v的拉格朗日插值多项式,则码

字v不是RSq(F*
q ,k)的深洞.

证  设F*
q ={α1,α2,…,αq-1},则RSq(F*

q ,k)的生成矩阵为

G=

1 1 1 … 1

α1 α2 α3 … αq-1

α21 α22 α23 … α2q-1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

αk-1
1 αk-1

2 αk-1
3 … αk-1

q-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

不妨设

vk(x)=xk+1

则

vk =(αk+1
1 ,αk+1

2 ,…,αk+1
q-1)

从而有

Gvk =
G

vk

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

1 1 1 … 1

α1 α2 α3 … αq-1

α21 α22 α23 … α2q-1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

αk-1
1 αk-1

2 αk-1
3 … αk-1

q-1

αk+1
1 αk+1

2 αk+1
3 … αk+1

q-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

取{β1,β2,β3,…,βk+1}⊆F*
q ,下面考虑Gvk 的k+1阶子方阵的行列式

det(Gvk
k+1
)=

1 1 1 … 1

β1 β2 β3 … βk+1

β21 β22 β23 … β2k+1

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

βk-1
1 βk-1

2 βk-1
3 … βk-1

k+1

βk+1
1 βk+1

2 βk+1
3 … βk+1

k+1

又因为
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1 1 1 … 1 1

β1 β2 β3 … βk+1 x

β21 β22 β23 … β2k+1 x2

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

βk-1
1 βk-1

2 βk-1
3 … βk-1

k+1 xk-1

βk
1 βk

2 βk
3 … βk

k+1 xk

βk+1
1 βk+1

2 βk+1
3 … βk+1

k+1 xk+1

=

∏
k+1

i=1

(x-βi) ∏
1≤i<j≤k+1

(βj -βi)≜

∑
k+1

i=0
bixi

故

det(Gvk
k+1
)=(-1)2k+3bk =

(-1)2k+3(-1)∑
k+1

j=1
βj ∏

1≤i<j≤k+1

(βj -βi)=

∑
k+1

j=1
βj ∏

1≤i<j≤k+1

(βj -βi)

故由引理4知,当p≥7,2≤k≤q-5时,存在{β1,β2,…,βk+1}⊂F*
q 使得

∑
k+1

j=1
βj =0

从而有

det(Gvk
k+1
)=0

即Gvk 中存在k+1列线性相关.据引理3知,vk 不是RSq(F*
q ,k)的深洞.而

v(x)=λvk(x)+f≤k-1(x)

从而对于1≤i≤q-1有

v(αi)=λvk(αi)+f≤k-1(αi)

即

v=λvk +f≤k-1

由引理2知,v不是RSq(F*
q ,k)的深洞.定理2证毕.

3 结束语

在本文中,对于奇特征的有限域Fq 上的RSq(F*q ,k),我们证明当u(x)=λxq-3+f≤k-1(x)或u(x)=
λxk+1+f≤k-1(x)时,u不是标准Reed-Solomon码的深洞,其中λ∈F*

q ,f≤k-1(x)为Fq 上次数不超过

k-1的多项式.由此在一定条件下部分证明了标准Reed-Solomon码的深洞猜想.
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ARemarkonErrorDistanceofStandardReed-SolomonCodes

XUXiao-fan1,2, XU Xia1
1.SichuanTourismUniversity,Chengdu610100,China;

2.MathematicalCollege,SichuanUniversity,Chengdu610064,China

Abstract:Reed-Solomoncodesarenowwidelyusedindigitalcommunication,whichareanimportantclass

ofmaximumdistanceseparablecodes.Themaximumlikelihooddecodingalgorithmisusuallyusedinthe

decodingprocessofReed-Solomoncodes.Forthereceivedwordu∈Fn
q,maximumlikelihooddecodingal-

gorithmliesindeterminingitserrordistanced(u,C).Wehaveknownthatd(u,C)≤n-k,wheren,k

arethelengthanddimensionofcodeC.Ifd(u,C)=n-k,utheniscalledadeepholeofC.Inthispaper,

wehavepartiallyprovedaconjectureofdeepholeofstandardReed-Solomoncodesbyusingthegenerator

matrixofmaximumdistanceseparablecode.

Keywords:Reed-Solomoncode;MDScode;generatormatrix;errordistance
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