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一类非线性弱奇异三重积分不等式中
未知函数的估计及其应用①
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摘要:研究了一类积分项外包含了非常数项的非线性弱奇异三重积分不等式.利用conformable分数阶导数与con-
formable分数阶积分的概念与运算法则、变量替换技巧和放大技巧等分析手段,给出了不等式中未知函数的上界

估计.最后举例说明所得结果可以用来研究conformable分数阶积分方程解的定性性质.
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Gronwall积分不等式[1]是最著名的积分不等式,表述为:

u(t)≤c+∫
t

a
f(s)u(s)ds

其中:u 和f 是区间[a,b]上的非负连续函数,c≥0是常数,不等式中的未知函数u 有估计式

u(t)≤cexp∫
t

a
f(s)ds( )

因为Gronwall积分不等式是研究微分方程、积分方程解的存在性、有界性、稳定性和唯一性等定性性质的

重要工具,数学工作者不断地对它的形式进行各种推广,使它的应用范围不断扩大[2-15].1997年,文献[2]
研究了奇异积分不等式

u(t)≤a(t)+∫
t

0
(t-s)β-1f(s)w(u(s))ds (1)

2008年,文献[5]研究了弱奇异积分不等式

up(t)≤a(t)+b(t)∫
t

0
(tα -sα)β-1sγ-1f(s)uq(s)ds (2)

2011年,文献[6]研究了Gronwall-ellman-Pachpatte型积分不等式.

u(t)≤u0+∫
t

0
g(s)u(s)u(s)+∫

s

0
h(τ)u(τ)+∫

τ

0
r(ξ)u(ξ)dξ[ ]dτ{ }ds (3)

本文受文献[2-3,5-9]的启发研究下面的弱奇异积分不等式

u(t)≤e(t)+∫
t

a
(s-a)α-1f(s)w1(u(s))u(s)+∫

s

a
(τ-a)α-1g(τ)w2(u(τ)){

u(τ)+∫
τ

a
(ξ-a)α-1h(ξ)w3(u(ξ))dξ[ ] dτ}ds (4)

不等式(4)把文献[2]中的不等式(1)推广成包含多个奇异积分项的不等式,不等式(4)把文献[6]中的不等
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式(3)推广成奇异不等式.本文利用文献[8-9]中给出的新的分数阶导数与分数阶积分的概念与运算法则

研究奇异积分不等式.

1 预备知识

为了研究积分不等式(4),我们需要叙述conformable分数阶导数和积分的概念和有关运算规律.
定义1[8-9] 对于函数f:[a,∞) →R+,如果极限

Ta
α(f)(t)=lim

ε→0

f(t+ε(t-a)1-α)-f(t)
ε

(5)

对所有t>a存在,则称此极限为函数f的从a开始的0<α≤1阶conformable分数阶导数,并称函数f
在区间[a,∞)上α 可微.

定义2[8-9] 函数f:[a,∞) →R+ 的从a 开始的0<α≤1阶conformable分数阶积分定义为

Ia
α(f)(t)=∫

t

a
(s-a)α-1f(s)ds (6)

  引理1[8-9] 假设a,b,p,λ,α是实常数,α∈(0,1].假设函数f,g在区间[a,∞)上α可微.令h(t)=
f(g(t)).则有下面的运算规律:

Ta
α(λ)=0 (7)

Ta
α(tp)=ptp-α (8)

Ta
α(fg)=fTa

α(g)+gTa
α(f) (9)

Ta
α(h)(t)=Ta

α(f)(g(t))Ta
α(g)(t)gα-1(t) (10)

Ta
α(af+bg)=aTa

α(f)+bTa
α(g) (11)

Ta
α(Ia

α(f))(t)=f(t) (12)

Ia
α(Ta

α(f))(t)=f(t)-f(a) (13)
如果f 在区间[a,∞)上α 可微,则有

Ta
α(f)(t)=(t-a)1-αdf

(t)
dt

(14)

2 主要结果与证明

约定R+=[0,+∞).为了定理的叙述和证明简便,我们先用不等式(4)中的函数w1,w2,w3 定义3个

新的函数W1,W2,W3:

W1(z)=∫
z

1

(s-a)α-1ds
w1(s)sα    z∈R+

W2(z)=∫
z

1

(s-a)α-1w1(W-1
1 (s))

sα-1w2(W-1
1 (s))

ds   z∈R+

W3(z)=∫
z

1

(s-a)α-1w2(W-1
1 (W-1

2 (s)))W-1
1 (W-1

2 (s))ds
sα-1w3(W-1

1 (W-1
2 (s)))

   z∈R+ (15)

  定理1 假设函数f,g,h,e∈C([a,∞),R+),e是正的不减函数.假设函数wi∈C(R+,R+)(i=

1,2,3),w1(z),w2(z),w3(z),
w2(z)
w1(z)

,w3(z)
zw1(z)

,w3(z)
zw2(z)

都是正的不减函数.如果u(t)满足不等式

(4),则有未知函数u(t)的估计

u(t)≤W-1
1 W-1

2 W-1
3 (Ξ(t))[ ]{ },t∈ [a,T1] (16)

其中:

Ξ(t)=W3 W2 W1(e(t))+∫
t

a
(s-a)α-1f(s)ds[ ] +∫

t

a
(s-a)α-1g(s)ds{ }+

∫
t

a
(s-a)α-1h(s)ds (17)
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T1 是满足下面条件的最大实数

Ξ(T1)≤W3(∞),W-1
3 (Ξ(T1))≤W2(∞),W-1

2 (W-1
3 (Ξ(T1)))≤W1(∞) (18)

  证  因e(t)是增函数,对于任意选定的实数T ∈ [a,T1],由(4)式可以推出

u(t)≤e(T)+∫
t

a
(s-a)α-1f(s)w1(u(s))u(s)+∫

s

a
(τ-a)α-1g(τ)w2(u(τ)){

u(τ)+∫
τ

a
(ξ-a)α-1h(ξ)w3(u(ξ))dξ[ ] dτ}ds,∀t∈ [a,T] (19)

用z1(t)表示不等式(19)的右端,即

z1(t)=e(T)+∫
t

a
(s-a)α-1f(s)w1(u(s))u(s)+∫

s

a
(τ-a)α-1g(τ)w2(u(τ)){

u(τ)+∫
τ

a
(ξ-a)α-1h(ξ)w3(u(ξ))dξ[ ] dτ}ds,∀t∈ [a,T] (20)

显然,z1(t)是区间[a,T]上正的不减函数,并且有

u(t)≤z1(t),t∈ [a,T] (21)

z1(a)=e(T) (22)
根据文献[8-9]中给出的以a 为积分下限的conformable左分数阶积分定义2,(20)式可以改写成

z1(t)=e(T)+Ia
α{f(t)w1(u(t))[u(t)+Ia

α(g(t)w2(u(t))(u(t)+
Ia

α(h(t)w3(u(t)))))]},∀t∈ [a,T] (23)
求函数z1(t)的α 阶conformable分数阶导数,利用引理1和关系式(21),得到

Ta
α(z1)(t)=f(t)w1(u(t))[u(t)+Ia

α(g(t)w2(u(t))(u(t)+
Ia

α(h(t)w3(u(t)))))]≤
f(t)w1(z1(t))z2(t),∀t∈ [a,T] (24)

其中z2(t)由(25)式定义

z2(t)=z1(t)+Ia
α(g(t)w2(z1(t))(z1(t)+Ia

α(h(t)w3(z1(t))))),∀t∈ [a,T] (25)
可以看出z2(t)是[a,T]上正的不减函数.由(22)和(25)式知

z1(t)≤z2(t),t∈ [a,∞) (26)

z2(a)=e(T) (27)
求函数z2(t)的α 阶conformable分数阶导数,利用引理1与不等式(24)和(26),得到

Ta
α(z2)(t)≤f(t)w1(z2(t))z2(t)+g(t)w2(z2(t))z3(t),∀t∈ [a,T] (28)

其中z3(t)由下式定义

z3(t)=z2(t)+Ia
α(h(t)w3(z2(t))),∀t∈ [a,T] (29)

可以看出z2(t)是[a,T]上正的不减函数.由(27)和(29)式知

z2(t)≤z3(t),t∈ [a,∞) (30)

z3(a)=e(T) (31)
求函数z3(t)的α 阶conformable分数阶导数,利用引理1和不等式(28)和(30),得到

Ta
α(z3)(t)=Ta

α(z2)(t)+h(t)w3(z2(t))≤
f(t)w1(z3(t))z3(t)+g(t)w2(z3(t))z3(t)+h(t)w3(z3(t)),∀t∈ [a,T] (32)

不等式(32)两边同除w1(z3(t))z3(t)得到

Ta
α(z3)(t)

w1(z3(t))z3(t)≤f(t)+g(t)
w2(z3(t))
w1(z3(t))+

h(t)
w3(z3(t))

w1(z3(t))z3(t)
,∀t∈ [a,T] (33)

根据引理1和W1 的定义,由(33)式得到

Ta
α W1(z3(t))≤f(t)+g(t)

w2(z3(t))
w1(z3(t))+

h(t)
w3(z3(t))

w1(z3(t))z3(t)
,∀t∈ [a,T] (34)

先把不等式(34)中的t替换成τ,然后不等式(34)两边从a到t进行α阶conformable分数阶积分,根据引

理1得到
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W1(z3(t))≤W1(e(T))+∫
T

a
(s-a)α-1f(s)ds+∫

t

a
(s-a)α-1g(s)

w2(z3(s))
w1(z3(s))

ds+

∫
t

a
(s-a)α-1h(s)

w3(z3(s))
w1(z3(s))z3(s)

ds,∀t∈ [a,T] (35)

用z4 表示不等式(35)的右端,则z4 是[a,T]上正的不减函数,且有

z3(t)≤W-1
1 (z4(t)),t∈ [a,T] (36)

z4(a)=W1(e(T))+∫
T

a
(s-a)α-1f(s)ds (37)

求函数z4(t)的α 阶conformable分数阶导数,利用引理1和不等式(36)得到

Ta
α(z4)(t)=g(s)

w2(z3(t))
w1(z3(t))+

h(t)
w3(z3(t))

w1(z3(t))z3(t)≤

g(s)
w2(W-1

1 (z4(t)))
w1(W-1

1 (z4(t)))
+h(t)

w3(W-1
1 (z4(t)))

w1(W-1
1 (z4(t)))W-1

1 (z4(t))
,∀t∈ [a,T] (38)

不等式(38)两边同除
w2(W-1

1 (z4(t)))
w1(W-1

1 (z4(t)))
得到

w1(W-1
1 (z4(t)))Ta

α(z4)(t)
w2(W-1

1 (z4(t)))
≤g(s)+h(t)

w3(W-1
1 (z4(t)))

w2(W-1
1 (z4(t)))W-1

1 (z4(t))
,∀t∈ [a,T] (39)

根据引理1和W2 的定义,由(39)式得到

Ta
α(W2(z4(t)))≤g(s)+h(t)

w3(W-1
1 (z4(t)))

w2(W-1
1 (z4(t)))W-1

1 (z4(t))
,∀t∈ [a,T] (40)

先把不等式(40)中的t替换成τ,然后不等式(40)两边从a到t进行α阶conformable分数阶积分,根据引

理1得到

W2(z4(t))≤W2(z4(a))+∫
T

a
(s-a)α-1g(s)ds+

∫
t

a
(s-a)α-1h(s)

w3(W-1
1 (z4(s)))

w2(W-1
1 (z4(s)))W-1

1 (z4(s))
ds,∀t∈ [a,T] (41)

用z5 表示不等式(41)的右端,则z5 是[a,T]上正的不减函数,且有

z4(t)≤W-1
2 (z5(t)),t∈ [a,T] (42)

z5(a)=W2(W1(e(T))+∫
T

a
(s-a)α-1f(s)ds)+∫

T

a
(s-a)α-1g(s)ds (43)

求函数z5(t)的α 阶conformable分数阶导数,利用引理1和不等式(42)得到

Ta
α(z5)(t)=h(t)

w3(W-1
1 (z4(t)))

w2(W-1
1 (z4(t)))W-1

1 (z4(t))
≤

h(t)
w3(W-1

1 (W-1
2 (z5(t))))

w2(W-1
1 (W-1

2 (z5(t))))W-1
1 (W-1

2 (z5(t)))
,∀t∈ [a,T] (44)

类似于对(38)式的推导,由(44)式推出

Ta
α(W3(z5(t)))=

w2(W-1
1 (W-1

2 (z5(t))))W-1
1 (W-1

2 (z5(t)))
z5α-1(t)w3(W-1

1 (W-1
2 (z5(t))))

Ta
α(z5(t))z5α-1(t)≤

h(t),∀t∈ [a,T] (45)
由(46)式进一步推出

W3(z5(t))≤W3(z5(a))+∫
t

a
(s-a)α-1h(s)ds,t∈ [0,T] (46)

综合(21),(30),(36)和(42)式得到

u(t)≤z1(t)≤z2(t)≤z3(t)≤W-1
1 (z4(t))≤W-1

1 (W-1
2 (z5(t))),∀t∈ [a,T] (47)

把(37),(43)和(46)式代入(47)式得到

u(t)≤W-1
1 W-1

2 W-1
3 (W3(W2(W1(e(T))+∫

T

a
(s-a)α-1f(s)ds)+[{

4 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第39卷



∫
T

a
(s-a)α-1g(s)ds)+∫

t

a
(s-a)α-1h(s)ds)] },∀t∈ [a,T] (48)

由于T ∈ [0,T1]的任意性,我们得到(4)式中未知函数的估计(16).

3 应  用

我们用定理1的结果研究 一类conformable分数阶积分方程解的估计.
例  考虑下面的conformable分数阶积分方程:

x(t)=k+∫
t

a
(s-a)α-1Gs,x(s),∫

s

a
(τ-a)α-1H{

τ,x(τ)∫
τ

a
(ξ-a)α-1K(ξ,x(ξ))dξ[ ]dτ}ds,t∈ [a,∞) (49)

其中:k是常数;G,H ∈C([a,∞)×R2,R),K ∈C([a,∞)×R,R)满足下面的条件:

|G(t,x,y)|≤f(t)w1(|x|)[|x|+|y|] (50)

|H(t,x,y)|≤g(t)w2(|x|)[|x|+|y|] (51)

|K(t,x)|≤h(t)w3(|x|) (52)
这里函数f,g,h,w1,w2,w3 满足定理1中的条件.

利用条件(50),(51)和(52),由积分方程(49),可以推出

|x(t)|≤|k|+∫
t

a
(s-a)α-1f(s)w1(|x(s)|)|x(s)|+∫

s

a
(τ-a)α-1g(τ)w2(|x(τ)|){

|x(τ)|+∫
τ

a
(ξ-a)α-1h(ξ)w3(|x(ξ)|)dξ[ ] dτ}ds,t∈ [a,∞) (53)

利用定理1,我们就可以得到不等式(53)中未知函数|x(t)|的估计,从而得到方程(53)解的估计为

|x(t)|≤W-1
1 W-1

2 W-1
3 (Ξ(t))[ ]{ },t∈ [a,T1]

其中:

Ξ(t)=W3 W2 W1(k)+∫
t

a
(s-a)α-1f(s)ds[ ] +∫

t

a
(s-a)α-1g(s)ds{ }+

∫
t

a
(s-a)α-1h(s)ds

W1,W2,W3 和定理1中的定义相同.
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EstimationofUnknownFunctionsofaClassofNonlinearWeakly
SingularTripleIntegralInequalitiesandItsApplication

OU-YANGYun, WANGWu-sheng
SchoolofMathematicsandStatistics,HechiUniversity,YizhouGuangxi546300,China

Abstract:Inthispaper,weinvestigateaclassofnonlinearweaklysingulartripleintegralinequalities,

whichincludeanonconstanttermoutsidetheintegrals.Theupperboundsoftheembeddedunknownfunc-
tionsareestimatedexplicitlybyadoptingnovelanalysistechniques,suchasthedefinitionsandrulesof
conformablefractionaldifferentialandconformablefractionalintegration,thetechniquesofchangeofvari-
able,andthemethodofamplification.Finally,examplesarecitedtoillustratethatthederivedresultscan
beappliedinthestudyofqualitativepropertiesofsolutionsofconformablefractionalintegralequations.
Keywords:weaklysingulartripleintegralinequality;conformablefractionalintegral;conformablefrac-

tionaldifferential;analysistechnique;estimationofexplicitupperbounds
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