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N 个耦合反应扩散方程的边界控制①
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摘要:主要研究了n 个耦合反应扩散方程的边界控制问题.首先运用矩阵的方法,简化原系统的表达,然后根据变

换和相应条件得到核方程,进而得到核方程的解和控制律.通过逆变换及Lypunov证明闭环系统是指数稳定的.
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在控制工程中,反应扩散方程的边界控制已有很多研究[1-4].但大多是单个反应扩散方程的控制.现

在,多个反应扩散方程边界控制也有一些研究成果[5-9].本文考虑如下控制系统:

􀆟tui(x,t)=∑
n

j=1
aij􀆟xxuj(x,t)+∑

n

j=1
λijuj(x,t),x∈ (0,1),t>0

􀆟xui(0,t)=0
ui(1,t)=vi(t)

其中:标量ui(x,t)∈R,i=1,…,n是反应扩散方程的状态;λij 是常数;vi(t)∈R,i=1,…,n是边界

控制输入.把上面的系统写成如下的矩阵形式

Ut(x,t)=AUxx(x,t)+ΛU(x,t),x∈ (0,1),t>0 (1)

U(0,t)=0 (2)

U(1,t)=V(t) (3)

其中

U(x,t)=(u1(x,t),u2(x,t),…un(x,t))T ∈Rn
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假设A是正定矩阵;矩阵A和Λ是可交换矩阵;0是零矩阵;V(t)是边界控制输入.控制设计的目标是让整

个闭环系统的状态量(u1(x,t),u2(x,t),…,un(x,t))在某种范数意义下指数稳定.
本文所使用的变换是矩阵形式的反应扩散方程的Backstepping方法,使复杂的系统简单化,但求变换

和逆变换时,需要运用数学矩阵运算方法.然后用Lypunov方法证明闭环系统在控制律下是指数稳定的.
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1 控制侓设计

本文通过矩阵形式的Backstepping方法来建立控制律V(t),使系统(1)-(3)指数稳定.
1.1 核方程和控制侓

为了使U(t)→W(t),有下面的变换:

W(x,t)=U(x,t)-∫
x

0
K(x,y)U(y,t)dy (4)

其中K(x,y)∈Rn×n 为待定的核函数.
选取目标系统:

Wt(x,t)=AWxx(x,t) (5)

W(0,t)=0 (6)

W(1,t)=0 (7)
其中W(x,t)=(w1(x,t),w2(x,t),…,wn(x,t))T ∈Rn,可以证明目标系统W(x,t)在L2[0,1]
范数下指数稳定.

为了使原系统(1)-(3)在变换(4)下化为目标系统(5)-(7).首先对W(x,t)关于x 和时间t求导

Wxx(x,t)=Uxx(x,t)-K(x,x)Ux(x,t)-(K'(x,x)+

Kx(x,x))U(x,t)-∫
x

0
Kxx(x,y)U(y,t)dy

Wt(x,t)=AUxx(x,t)+ΛU(x,t)-K(x,x)AUx(x,t)+K(x,0)AUx(0,t)+

∫
x

0
Ky(x,y)AUy(y,t)dy-∫

x

0
K(x,y)ΛU(y,t)dy=

AUxx(x,t)+ΛU(x,t)-K(x,x)AUx(x,t)+
K(x,0)AUx(0,t)+Ky(x,x)AU(x,t)-

∫
x

0
Kyy(x,y)AU(y,t)dy-∫

x

0
K(x,y)ΛU(y,t)dy

可以得到

Wt(x,t)-AWxx(x,t)=(AK'(x,x)+AKx(x,x)+Ky(x,x)A+Λ)U(x,t)-
K(x,0)AUx(0,t)-

(K(x,x)A-AK(x,x))Ux(x,t)+∫
x

0
(AKxx(x,y)-

Kyy(x,y)A-K(x,y)Λ)U(y,t)dy (8)
其中

K'(x,x)=
􀆟
􀆟xK

(x,y)y=x+
􀆟
􀆟y

K(x,y)
y=x

为了使W(x,t)满足目标系统(1),K(x,y)满足下面方程组

AKxx(x,y)-Kyy(x,y)A-K(x,y)Λ=0 (9)

AK'(x,x)+AKx(x,x)+Ky(x,x)A+Λ=0 (10)

K(x,x)A-AK(x,x)=0 (11)

K(x,0)=0 (12)
由变换(4)知

W(0,t)=U(0,t)
所以W(x,t)满足边界条件(6).由变换(4)知,

W(1,t)=U(1,t)-∫
1

0
K(1,y)U(y,t)dy=V(t)-∫

1

0
K(1,y)U(y,t)dy
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为了满足边界条件(7),选择控制律

V(t)=∫
1

0
K(1,y)U(y,t)dy (13)

控制律通过边界x=1处使系统(1)-(3)指数稳定.
1.2 核方程的解

假设方程组(9)-(12)存在一个K(x,y)∈Rn×n 和Λ ∈Rn×n 可交换,则方程组(9)-(12)可变成

Kxx(x,y)-Kyy(x,y)=K(x,y)ΛA-1

K(x,x)=-
1
2ΛA

-1x

K(x,0)=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(14)

参见文献[1],方程组(14)的解

K(x,y)=-∑
∞

n=1

2y(x2-y2)n-1

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n (15)

参考文献[10],可以证明K(x,y)是一致收敛的,K(x,y),Kx(x,y)和Ky(x,y)是可微的.然后证明

(15)式满足方程组(9)-(12).
首先,需要证明K(x,y)和A为可交换矩阵,由于Λ和A是可交换矩阵,则Λ和A-1也是可交换矩阵,

有

K(x,y)A= -∑
∞

n=1

2y(x2-y2)n-1

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)næ

è
ç

ö

ø
÷A=

-∑
∞

n=1

2y(x2-y2)n-1

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n-iA(ΛA-1)i=

-∑
∞

n=1

2y(x2-y2)n-1

4n(n-1)!n!
A(ΛA-1)n =AK(x,y)

因此,A 和K(x,y)是可交换矩阵,则K(x,y)式满足(11)式.接着证明(15)式满足(9)式,有

AKxx(x,y)-Kyy(x,y)A=A∑
∞

n=1

􀆟2Kn(x,y)
􀆟2x -∑

∞

n=1

􀆟2Kn(x,y)
􀆟2y

A=

-∑
∞

n=2

4y(x2-y2)n-2

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n-1Λ-∑

∞

n=3

8x2y(n-1)(n-2)(x2-y2)n-3

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n-1Λ-

∑
∞

n=2

12y(n-1)(x2-y2)n-2

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n-1Λ+∑

∞

n=3

8y3(n-1)(n-2)(x2-y2)n-3

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n-Λ=

-∑
∞

n=2

16y(n-1)(x2-y2)n-2

4n(n-1)!n!
1
4ΛA

-1æ

è
ç

ö

ø
÷

n-1

Λ-∑
∞

n=3

8y(n-1)(n-2)(x2-y2)n-2

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n-1Λ=

-Λ-∑
∞

n=3

2y(n-1)(n)(x2-y2)n-2

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n-1Λ=K(x,y)Λ

则K(x,y)满足(9)式,下面需要证明K(x,y)满足(10)式,令y=x,有

AK'(x,x)+AKx(x,x)+Ky(x,x)A=

2A∑
∞

n=2

4x2(n-1)(x2-x2)n-2

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n -2A∑

∞

n=1

2(x2-x2)n-1

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n -

2∑
∞

n=2

4x2(x2-x2)n-2

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)nA=

x2

4A(ΛA-1)2-AΛA-1-
x2

4
(ΛA-1)2A=-Λ

因此,K(x,y)满足(10)式.接着,令y=0代入 (15)式,有K(x,0)=0,因此K(x,y)满足(12)式.于
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是K(x,y)满足方程组(9)-(12),K(x,y)是方程组(9)-(12)的一个解,故得核方程K(x,y).

2 稳定性

在变换(4)下,闭环系统(1)-(3)变换到稳定的目标系统(5)-(7).要证明闭环系统的稳定性,需证明

逆变换存在.
2.1 逆变换

设逆变换W(t) →U(t)为:

V(x,t)=W(x,t)+∫
x

0
L(x,y)W(y,t)dy (16)

其中L(x,y)∈Rn×n 为待定的核函数.L(x,y)∈Rn×n 的求解与求K(x,y)∈Rn×n 的方法类似,计算Uxx

和Ut 并使其满足系统(1)-(3),就可以得到关于核函数L(x,y)∈Rn×n 的方程组

ALxx(x,y)-Lyy(x,y)A=-L(x,y)Λ
AL'(x,x)+ALx(x,x)+Ly(x,x)A=-Λ
L(x,x)A-AL(x,x)=0
L(x,0)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(17)

逆变换的核方程求解见1.2,得到逆变换的解

L(x,y)=∑
∞

n=1

2(-1)n+1y(x2-y2)n-1

4n(n-1)!n!
(ΛA-1)n (18)

2.2 稳定性

定理1 对于系统(1)-(3)和控制律(13),存在正数σ 和b,使得

‖U(t)‖22 ≤σ ‖U(0)‖22( )e-bt

即闭环系统在此范数意义下指数稳定.其中定义U(x,t)关于x 的L2 范数

‖U(t)‖2=∫
1

0
U(x,t)TU(x,t)dx( )

1
2

符号 ‖·‖ 指矩阵的欧几里得范数.
证  L2 范数简记为 ‖·‖2.对于目标系统(5)-(7),选择Lyapunov函数

v(t)=‖W(t)‖22 (19)
首先对Lyapunov函数(19)关于t求导,有

v
·
(t)=∫

1

0
Wt(x,t)TW(x,t)dx+∫

1

0
W(x,t)TWt(x,t)dx=

∫
1

0
Wxx(x,t)TATW(x,t)dx+∫

1

0
W(x,t)TAWxx(x,t)dx=

-∫
1

0
Wx(x,t)T(AT+A)Wx(x,t)dx≤-δ‖Wx(t)‖22

其中δ 是矩阵A+AT 最小特征值.由Poincaré不等式,有

v
·
(t)=-δ‖Wx(t)‖22=-δ∑

n

i=1∫
1

0
􀆟xw2

i(x,t)dx≤-
δ
4∑

n

i=1∫
1

0
wi

2(x,t)dx=

-
δ
4∫

1

0
W(x,t)TW(x,t)dx=-

δ
4v
(t)

令b=
δ
4
,从而有v(t)≤v(0)e-bV,目标系统指数稳定.

由变换(4)建立闭环系统的范数 ‖W(t)‖ 和 ‖U(t)‖ 的关系,得到

‖W(t)‖2 ≤ ‖U(x,t)‖2+‖∫
x

0
K(x,y)U(y,t)dy‖2
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由Holder􀆳s不等式和Cauchy-Schwarz不等式,有

‖∫
x

0
K(x,y)U(y,t)dy‖

2

2
=∫

1

0∫
x

0
U(y,t)TK(x,y)Tdy∫

x

0
K(x,y)U(y,t)dy( )dx=

∫
1

0∫
x

0∑
n

i=1
k1iui(y)dy,…,∫

x

0∑
n

i=1
kniui(y)dy( )∫

x

0∑
n

j=1
kj1uj(y)dy,…,∫

x

0∑
n

j=1
kjnuj(y)dy( )

T

dx=

∫
1

0∫
x

0∑
n

i=1
k1iui(y)dy∫

x

0∑
n

j=1
kj1uj(y)dy+…+∫

x

0∑
n

i=1
kniui(y)dy∫

x

0∑
n

j=1
kjnuj(y)dy( )dx≤

∫
1

0∑
n

i=1∫
1

0
k1i2dy( )

1
2

∫
1

0
u2

i(y)dy( )
1
2

( )dx∫
1

0∑
n

j=1∫
1

0
kj1

2dy( )
1
2

∫
1

0
u2

i(y)dy( )
1
2

( )dx+…+

∫
1

0∑
n

i=1∫
1

0
kni

2dy( )
1
2

∫
1

0
u2

i(y)dy( )
1
2

( )dx∫
1

0∑
n

j=1∫
1

0
kjn

2dy( )
1
2

∫
1

0
u2

i(y)dy( )
1
2

( )dx≤

max∫
1

0∫
1

0
k2ijdydx∫

1

0
U(y,t)TU(y,t)dy=κ2‖U(t)‖22

其中kij 是矩阵K(x,y)的元素,因为

κ2=max∫
1

0∫
1

0
k2ijdxdy

故

‖W(t)‖22 ≤ (1+κ)2‖U(x,t)‖22 (20)

由逆变换(16),得到

‖U(t)‖22 ≤ (1+γ)2‖W(t)‖22 (21)

其中

γ2=max∫
1

0∫
1

0
l2ijdxdy

lij 是矩阵L(x,y)的元素.由(21)式,得到

‖U(t)‖22 ≤ (1+γ)2‖W(t)‖22=(1+γ)2v(t)≤ (1+γ)2v(0)e-bt (22)

由(20)式,得到

v(0)=‖W(0)‖22 ≤ (1+κ)2‖U(0)‖22 (23)

由(22)式和(23)式,得到

‖U(t)‖22 ≤σ‖U(0)‖22e-bt

其中σ=(1+γ)2(1+κ)2,即闭环系统(1)-(3)在控制律(13)下是指数稳定的.
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OntheBoundaryControlofN CoupledRDESystems

ZHENZhi-yuan, XIECheng-kang, HECui-hua
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Theboundarycontrolofncoupledreaction-diffusionequationsisconsidered.Duetothecom-

plexityofncoupledreactiondiffusionequations,itisnecessarytoapplythematrixmethodfortheoriginal
systemtobeexpressedinasimplewaybeforethekernelequationisobtainedaccordingtothetransforma-
tionandthecorrespondingconditions.Then,thekernelequationofsolutionandcontrollawmaybeob-
tained.InthispaperweprovebymeansofinversetransformationandtheLypunovfunctionthattheclosed
loopsystemisexponentiallystable.
Keywords:coupledsystem;closed-loopsystem;boundarycontrol;stability
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