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沃尔巴克氏体在蚊子种群中的传播动态分析①
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摘要:建立了具有不完全细胞质不相容性的沃尔巴克氏体传播模型.通过分析系统平衡点的性质,发现细胞质不相

容的概率发生变化时会出现鞍结点分支.还发现在时滞系统中,时滞大于临界值τ0 时,正平衡点会消失.
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研究发现,埃及伊蚊和白纹伊蚊是登革热的主要传播蚊种,可以基于沃尔巴克氏体所诱导的CI(细胞

质不相容性)和对病原体的抗性来控制虫媒及虫媒病[1-2].CI是沃尔巴克氏体影响昆虫生殖的一种表型,即

当携带沃尔巴克氏体的雄蚊与不携带该菌的雌蚊交配时,雌蚊产的卵将不孵化.因而可以通过释放携带沃

尔巴克氏体的雄蚊,降低野生蚊子种群的数量[3-4].理想的带有沃尔巴克氏体的雄蚊有三个特征:所携带的

沃尔巴克氏体菌种能发生CI;具备登革热病毒抗性;与宿主形成稳定的共生关系、可世代相传[5].生物学家

研究发现,影响沃尔巴克氏体在蚊子种群中传播状态的因素有很多[5-8].
文献[5]在完全细胞质不相容的条件下得到只要未感染者的生存能力较强,系统就会出现正平衡点.本

文在此基础上考虑不完全的细胞质不相容[3],得到即使未感染者的基本再生数K2 大于感染者的基本再生

数K1,当细胞质不相容的概率Sh 较小时,无感染平衡点全局渐近稳定,当
(K2-K1)

K2
<Sh ≤1时,正平

衡点才会出现,从而产生了鞍结点分支.进一步引入成熟时滞,分析参数Sh 对边界平衡点稳定性及正平衡

点存在性的影响,最后还发现,正平衡点会随时滞的变大而消失.

1 模型简化

基于文献[5]考虑不完全的细胞质不相容性,设RF(t),RM(t)分别表示t时刻释放的感染的雌性蚊虫

和感染的雄性蚊虫的数量;x(t),y(t)分别表示t时刻感染蚊和未感染蚊的数量,建立如下模型:

dx(t)
dt =b1e

-δ1τ[x(t-τ)+2RF(t-τ)]-δ1x(t)T(t)

dy(t)
dt =b2e

-δ2τy(t-τ)(1-ShA(t-τ))-δ2y(t)T(t)

dRF(t)
dt =-δ1RF(t)T(t)

dRM(t)
dt =-δ1RM(t)T(t)
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其中:b1,δ1 分别表示感染蚊虫的出生率和死亡率,b2,δ2 分别表示未感染蚊虫的出生率和死亡率;Sh 表示

细胞质不相容的概率;τ表示蚊子从幼虫到成虫经历的时长;e
-δ1τ,e

-δ2τ 分别表示感染蚊和未感染蚊从幼虫

到成虫的的存活概率;

A(t)=
y(t)

x(t)+y(t)+2RM(t)
   T(t)=x(t)+y(t)+RF(t)+RM(t)

为方便分析,我们设

K1(τ)=
e

-δ1τb1
δ1

   K2(τ)=
e

-δ2τb2
δ2

其中,当t→ ∞ 且不考虑时滞τ时,易得RF(t)→0,RM(t)→0,即在平衡点处均有RF =0,RM =0,令

K1=
b1
δ1
   K2=

b2
δ2

分别是感染蚊和未感染蚊的基本再生数,当t→ ∞ 时,我们只需考虑系统

dx(t)
dt =h(x,y)=δ1x(t)[K1-(x(t)+y(t))]

dy(t)
dt =g(x,y)=δ2y(t)K2 1-Sh

x(t)
x(t)+y(t)
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2 不含成熟时滞的模型

在这一节中,我们主要讨论参数Sh 对系统(2)平衡点的存在性和稳定性的影响.由于函数g(x,y)在
原点没有定义,但是 lim

(x,y) →(0,0)
g(x,y)=0,所以,定义g(0,0)=0,可将系统(2)延拓到原点,该矫正在

后文不再标注.
引理1 R={(x,y):0≤x≤K1,0≤y≤K2}是系统(2)的正向不变集.
证  设(x(t),y(t))是系统(2)的关于初值0≤x(0)≤K1,0≤y(0)≤K2 的解.当x(t0)=0时,

有x
·
(t0)=0,从而得x(t)≡0(t>t0);当0<x(t0)<K1 时,若存在t1>t0,使得x(t1)<0,由x(t)

的连续性,一定存在t2 ∈ (t0,t1),有x(t2)=0,且x
·
(t2)<0,但是,由系统(2)得x

·
(t2)=0,与假设矛

盾,因此,x(t)>0(t>t0);类似可证x(t)≤K1.所以,当x(t0)>0时,一定存在T>t0,当t>T 时,
有0≤x(t)≤K1.同理可证y(t)的正向不变性.

经计算得,系统(2)有平衡点E0(0,0),E1(K1,0),E2(0,K2),E*(x*,y*).其中

x* =
K1(K2-K1)

ShK2
   y* =

K1[K1-(1-Sh)K2]
ShK2

  定理2 (a)当K1>K2 时,E0 不稳定,E2 为鞍点,特别地,当K1≥K2 时,E1 全局渐近稳定,E*

不存在;
(b)当K1 <K2,0<Sh <S*

h 时,E0 不稳定,E1 为鞍点,E2 全局渐近稳定,E* 不存在;
(c)当K1 <K2,S*

h <Sh ≤1时,E0 不稳定,E1,E2 均为汇,E* 存在且恒为鞍点,其中,

S*
h =

K2-K1

K2

  证  (a)系统(2)在点(x,y)处线性化得

J=
δ1K1-δ1(2x+y) -δ1x

-δ2y
K2Shy
(x+y)2

+1
é

ë
êê

ù

û
úú δ2K2 1-

Shx2

(x+y)2
æ

è
ç

ö

ø
÷-δ2(2y+x)

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

(3)

易知当K1>K2时,平衡点E0的特征方程对应的特征根为δ1K1>0,δ2K2>0,因此E0是不稳定的.对
于E1 的全局稳定性,我们用Lyapunov函数的方法证明.构造V 函数如下:

V(x,y)=
1
δ1

x-K1-K1ln
x
K1
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δ2
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根据引理1,当K1 ≥K2 时有

V
·
(x,y)|E1 =

1
δ1
1-

K1

x
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dx
dt+

1
δ2
dy
dt=

(x-K1)(K1-x-y)-yK2Sh
x

x+y+K2y-y(x+y)≤

(x-K1)(K1-x-y)-K2Sh
xy

x+y+K1y-y(x+y)=

-(x+y-K1)2-K2Sh
xy

x+y <
0

因此E1 是全局渐近稳定的.当K1>K2 时,平衡点E2 对应特征方程的特征根为δ1(K1-K2)>0,-δ2K2<
0,因此,E2 为鞍点.

(b)当K1<K2 时,由(a)的分析可得,E0 是不稳定的.当K1<K2,0<Sh <S*
h 时,平衡点E1

对应特征方程的特征根为 -δ1K1<0,δ2[(1-Sh)K2-K1]>0,所以,E1 是鞍点.下证E2 是全局渐

近稳定的.若x(0)=0,y(0)>0,则由系统(2)得,x
·
(t)≡0,y

·
(t)=δ2y(K2-y),因此,x(t)≡0,

y(t)→K2(t→ ∞),ω(x(0),y(0))=E2.若x(0)>0,y(0)>0,可分三步证明:
首先用反证法证E0(0,0)也不属于其ω 极限集.若不然,则存在时间列{tn}及N >0,当n>N 时,

有

x(tn)<
K1

4
,y(tn)<

K1

4
此时,

x
·
(tn)>δ1x(tn)

K2-K1

2
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è
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与E0 是ω 极限集矛盾,所以,

E0 ∉ω(x(0),y(0))
  其次证E1(K1,0)不属于ω(x(0),y(0)).当K1<K2,由(3)式得,E1对应的特征方程的特征根分

别为

-δ1K1 <0   δ2[(1-Sh)K2-K1]>0
其稳定曲线是x 轴,所以,

E1 ∉ω(x(0),y(0))
  最后证系统(2)无周期解.设

Z(t)=ln[y(t)
1
δ2x(t)

-
1
δ1]

因为Sh <S*
h =

K2-K1

K2
,x(0)≥0,y(0)>0,

Z'(t)=
1

δ2y
dy
dt-

1
δ1x

dx
dt=

(K2-K1)-Sh
x

x+y ≥

(K2-K1)-
K2-K1

K2

K2x
x+y=

1-
x

x+y
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由Durac定理知,系统(2)无周期解.因此,当x(0)≥0,y(0)>0时,由Poincaré-Bendixson定理可得,

E2 ∈ω(x(0),y(0))
又由(3)式,当K1 <K2 时,E2 局部渐近稳定,因此,
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E2=ω(x(0),y(0))
从而得E2 全局渐近稳定.

(c)当K1 <K2,S*
n <Sh ≤1时,E0 不稳定,E1,E2 局部渐近稳定.令

A=-
δ2[K1-(1-Sh)K2][2K1-(1-Sh)K2]

ShK2

B=
δ2[(Sh -1)K2+K1][K2-2K1]

ShK2

则有

detJ(E*)=
-δ1(K2-K1)

ShK2
(B-A)=

-δ1K1(K2-K1)<0
因此当K1 <K2 时,E* 必为鞍点.

3 考虑成熟时滞的模型

在这一节中,我们讨论Sh 对引入成熟时滞后的系统(1)平衡点的存在性和稳定性的影响.此时,系统

的平衡点可表示为

E0(0,0,0,0)   E1(K1(τ),0,0,0)

E2(0,K2(τ),0,0)   E*(x*,y*,0,0)
其中

x* =
K1(τ)(K2(τ)-K1(τ))

ShK2(τ)

y* =
K1(τ)[K1(τ)-(1-Sh)K2(τ)]

ShK2(τ)
(4)

3.1 对系统平衡点的分析

定理3  当K1(τ)>K2(τ)时,E* 不存在,E0,E2 不稳定,E1 局部渐近稳定;

 当K1(τ)<K2(τ),0<Sh <S*
h 时,E* 不存在,E0,E1 不稳定,E2 局部渐近稳定;

 当K1(τ)<K2(τ),S*
h <Sh≤1时,E* 存在,E0不稳定,E1,E2局部渐近稳定,当τ=0时,E*

是不稳定的,其中,

S*
h =

K2(τ)-K1(τ)
K2(τ)

  证  系统(1)正平衡点存在性证明可参考定理2.下面我们证明各条件下平衡点的稳定性.E0(0,0,

0,0)的不稳定性我们用反证法来证明[5].设Φ(t)=(x(t),y(t),RF(t),RM(t))为系统(1)任意解,则

|Φ(t)|= x2+y2+RF
2+RM

2

限制Φ(t)在[t0-τ,t0]上为Ψ(t),定义其范数为

‖Ψ(t)‖=sup{|Ψ(t)|:t0-τ≤t≤t0}

假设E0 是稳定的,则存在充分小的C >0,当 ‖Ψ(t)‖ ≤C,t>t0 时,有

|Φ(t)|≤
K1(τ)
5

令系统(1)的解Φ(t)满足

x0=inf{x(t):t0-τ≤t≤t0}>0

则有x0 <C 且x0<K1(τ).下证对于所有的t≥t0 有x(t)>
x0

2.若不然,则存在t1>t0,使得在时间

区间[t0-τ,t1)上x(t)>
x0

2
,x(t1)=

x0

2
且x'(t1)≤0.但是,由系统(1)得
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x'(t1)
δ1 >K1(τ)x(t1-τ)-

K1(τ)
5 x(t1)>

K1(τ)x0

2 -
K1(τ)
5

x0

2 >0

与假设矛盾,因此,对于所有的t≥t0,有

x(t)>
x0

2
故平衡点E0 是不稳定的.

下证平衡点E1(K1(τ),0,0,0),E2(0,K2(τ),0,0)的稳定性[9].令I为2×2单位矩阵,

A=

K1(τ)δ1 0 2K1(τ)δ1 0
b21 b22 0 2b21
0 0 0 0
0 0 0 0
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B=-

δ1(2x+y) δ1x δ1x δ1x
δ2y δ2(x+2y) δ2y δ2y
0 0 δ1(x+y) 0
0 0 0 δ1(x+y)
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其中

b21=-
K2(τ)δ2Shy(t-τ)2
(x(t-τ)+y(t-τ))2

b22=K2(τ)δ2 1-Sh
x(t-τ)2

(x(t-τ)+y(t-τ)2
æ

è
ç

ö

ø
÷

那么系统(1)在任意点(x,y,0,0)处的特征方程为:

det(λI-B-e
-λτ
A)=[λ+δ1(x+y)]2detCλ =0 (5)

其中

Cλ =
λ-K1(τ)δ1e

-λτ
+δ1(2x+y) δ1x

-b21e
-λτ

+δ2y λ-b22e
-λτ

+δ2(x+2y)

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

(6)

  由上述分析,特征方程(5)的特征根有λ1=λ2=-δ1(x+y)<0,E1,E2 的稳定性由|Cλ|=0的根

的实部的符号决定.在E1(K1(τ),0,0,0),E2(0,K2(τ),0,0)处分别有

|Cλ|E1 =(λ-K1(τ)δ1e
-λτ

+2δ1K1(τ))(λ-b22e
-λτ

+δ2K1(τ))=0 (7)

|Cλ|E2 =(λ-K1(τ)δ1e
-λτ

+δ1K2(τ))(λ-b22e
-λτ

+2δ2K2(τ))=0 (8)

经计算得(7)式的根λ1,λ2 和(8)式的根λ3,λ4 满足λi=ai+bie
-λiτ(i=1,2,…),由(7)式得,

a1=-2δ1K1(τ)   b1=K1(τ)δ1
a2=-δ2K1(τ)   b2=K2(τ)δ2(1-Sh)

当K1(τ)>K2(τ)时,

a1+b1 <0   a2+b2 <0
因此,特征值均有负实部,E1 局部渐近稳定.由(8)式得

a3=-δ1K2(τ)   b3=K1(τ)δ1
a4=-2δ2K2(τ)   b4=K2(τ)δ2(1-Sh)

此时,

a3+b3 >0   a4+b4 <0
因此E2 不稳定.综上所述,当K1(τ)>K2(τ)时,E0,E2 不稳定,E1 局部渐近稳定.同理可证该定理,

 边界平衡点的稳定性.易证正平衡点E* 的存在性,当时滞τ=0时,可参考定理2中正平衡点的证明,

E* 是不稳定的.
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3.2 成熟时滞的作用

下面我们固定参数Sh,研究时滞变化对系统(1)正平衡点存在性的影响,通过计算发现存在时滞的临

界值τ0,时滞在穿过该临界时,正平衡点的存在性发生改变.

定理4 若
b1
δ1

+
Shb2
δ2

>1,存在时滞的临界值τ0,当0<τ<τ0 时,系统(1)正平衡点存在,当τ≥

τ0 时,该系统正平衡点不存在.
证  由(4)式得,正平衡点若存在,需满足

K2(τ)>K1(τ)   K1(τ)>1-ShK2(τ)
即

τ<
1

δ2-δ1
ln

b2δ1
b1δ2

b1e
-δ1τ

δ1 +Sh
b2e

-δ2τ

δ2 >1 (9)

设

p(τ)=
b1e

-δ1τ

δ1 +
Shb2e

-δ2τ

δ2
则有

p(0)=
b1
δ1+

Shb2
δ2
   p(∞)=0

因此,只要

p(0)=
b1
δ1+

Shb2
δ2 >1

由p(τ)的连续性,一定存在τ0,使得p(τ0)=1.当0<τ<τ0 时,正平衡点存在,当τ≥τ0 时,正平衡

点不存在.

4 讨  论

本文建立了具有不完全细胞质不相容性的沃尔巴克氏体传播模型.得到当感染者的基本再生数K1 大

于未感染者的基本再生数K2 时,完全感染平衡点是全局渐近稳定的;即使K2>K1,当Sh 较小时,正平

衡点也不存在且无感染平衡点全局渐近稳定,当
K2-K1

K2
<Sh ≤1时,正平衡点才会出现,从而产生了鞍

结点分支.进一步引入成熟时滞分析参数Sh 对边界平衡点稳定性及正平衡点存在性的影响也得到类似结

果.最后还发现,在相关参数取值满足条件
b1
δ1

+
Shb2
δ2

>1时,时滞的大小会影响平衡点的存在性.但是当时

滞不为零时,正平衡点的稳定性是否会随着时滞的变大而改变的问题有待进一步讨论.
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AnalysisofTransmissionDynamicsof
WolbachiaintheMosquitoPopulation

ZHANGJin-jin, WANGWen-di, SHUMeng-shi, YAOMiao-ran
SchoolofmathematicalandstatisticalofSouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,wedevelopamodeltoinvestigatethetransmissiondynamicsofWolbachiawith
cytoplasmicincompatibilityinmosquitoes.Throughananalysisofthecharacteroftheequilibrium,we
showthatwhentheprobabilityofcytoplasmicincompatibilitychanges,asaddle-nodebifurcationwillap-
pear.Moreover,whenconsideringthedelaysystem,wefindthatthepositiveequilibriumwilldisappearif
thematurationdelayislargerthanthecriticalvalue.
Keywords:Wolbachia;cytoplasmicincompatibility;equilibrium;stability
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