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具有饱和免疫作用的病毒动力学模型稳定性分析①

舒梦诗, 王稳地, 姚苗然, 张金金

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:建立了一个考虑CD8+细胞饱和免疫作用的四维 HIV病毒感染的动力学模型.证明了解的正性和有界性,
得到了感染再生数R0 和免疫再生数RE.通过构造Lyapunov函数得到了无感染平衡点、感染平衡点及免疫平衡点

的全局稳定性,且不同的CD8+细胞激活率对于 HIV病毒感染的进程有着不一样的影响.
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人类免疫缺陷病毒(HIV)是一种攻击人体免疫系统的病毒,主要攻击对象是细胞免疫中较为重要的T
淋巴细胞.T淋巴细胞中较重要的是T辅助淋巴细胞CD4和T抑制细胞CD8,其中T辅助淋巴细胞(CD4)
带有大量CD4+分子,当有病毒入侵时,CD4+对免疫系统发出对抗信息,起到免疫应答的枢纽作用.但
CD4+本身不杀病毒,主要是CD8+细胞接到对抗信息后抑制和抗击病毒,因为HIV病毒对CD4+分子有

亲嗜性,凡带有CD4分子的细胞都会成为它侵害的靶子,所以在 HIV病毒感染的同时CD4+细胞也会受

到攻击.人体感染了HIV后,免疫系统就会受到损伤,主要表现为CD4数量的大量减少,CD8数量刚开始

会相对增多,但随着病情发展,CD8细胞也会开始下降,直到T细胞几乎完全消失[1-2].
在研究HIV感染和人体免疫时,真正起免疫杀伤作用的是CD8+细胞,但免疫作用却离不开CD4+

细胞的信息处理和传递[3-4],CD8+细胞中的穿孔蛋白酶和颗粒酶是参与CTL免疫反应的主要物质,能杀

死感染的T细胞,CD8+细胞还有部分细胞结构不引起细胞毒溶素反应,但能使得感染的细胞内HIV病毒

粒子的繁殖减慢,如抗HIV因子(CAF);或者减少病毒粒子的感染,如 MIP-1β(RANTES)作用于 HIV
病毒感染健康CD4+细胞的黏附点位上,进而能有效地降低病毒粒子的释放和健康CD4+细胞的感染[4-7].
文献[5]从CD8+细胞这3个方面的免疫作用重点研究对比了CD8+细胞这3种免疫作用的重要性.在其

基础上我们将CD8+细胞数量考虑为变量,且将CTL免疫反应的线性项进一步合理地考虑为饱和形式,
重点研究了CD8+细胞对于解动力学性态的影响.

设T(t),I(t),V(t),E(t)分别是健康的CD4+细胞、感染的CD4+细胞、HIV病毒粒子和激活的CD8+
细胞浓度,建立下面的数学模型:
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其中:μ1,δ,c,μ2 分别是T,I,V,E 对应的死亡率;健康的CD4+细胞以常量λ1 进入;CD8+细胞的激活

项采用的是文献[7]中由Deboer提出的饱和发生率函数 γE(t)I(t)
h+I(t)+E(t)

,γ,h分别表示的是CTL免疫反

应激活率和饱和常数;参数fk 表示的是CD8+细胞免疫中CTL反应的免疫速率;fr,fe 表示的是CNAR
反应的两个免疫速率,参数e,M 1

2
,m,H 1

2
,r,G1

2
是免疫蛋白酶在激活的CD8+细胞中所占的比例和在最

大免疫速率一半时对应的CD8+细胞浓度(具体意义详见文献[5]),对于CTL免疫作用进一步要求H 1
2
≤

mfkh[7].这里所有的参数都是非负的.
引理1 在初始条件T(0)>0,I(0)≥0,V(0)≥0,E(0)≥0的情况下,系统(1)的解都是非负的,

且最终有界.
证 反证法.假设存在某个时刻系统(1)的解出现负值,不妨记t1是第一个使得T(t),I(t),V(t)至少

有一个为零的时刻,不妨假定T(t1)=0,则在0<t<t1 时,T(t)>0,I(t)>0,V(t)>0,在t1 时刻

由系统的第一个方程可得T'(t1)=λ>0,取充分小的ε,在(t1-ε,t1)上有T(t)<0,与假设0<t<t1
时T(t)>0矛盾,所以对所有的时间t>0,都有T(t)>0.同理可得I(t),V(t)的非负性.通过求解系统

(1)的第4个方程,可得:
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故系统(1)的解都是非负的.特别的,在初始条件T(0)>0,I(0)>0,V(0)>0,E(0)>0下,系统(1)
的解都是正的.

下面证明解是最终有界的,记
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沿着系统(1)的轨道求导,得到:

L'(t)=λ1-μ1T(t)-δI(t)-cV(t)-μ2E(t)-

kτkI-δτrI+
γI(t)E(t)

h+I(t)+E(t)≤

λ1-aL(t)+M
其中:a=max{μ1,δ,c,μ2},M =maxf(I,E)是饱和函数f(I,E)的最大值,且记

Fe(E)=
efeE

efeE+M 1
2

Fk(E)=
mfkE

mfkE+H 1
2

Fr(E)=
rfrE

rfrE+G1
2

因此可以得到解的存在区间为[0,∞),解是最终有界的,引理得证.
由引理1进一步有
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由系统(1)的第一个方程得到:

T'(t)≤λ1-μ1T(t)
求解得到:
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对系统(1)的第四个方程,可以得到E'(t)≤M -μ2E(t),求解可得:
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由此,可得到系统(1)的可行域为:
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下面就在D 里进一步研究系统(1)的动力学性态.

1 基本再生数和平衡点

由模型(1),令变量各自的导数为零,解方程组得到系统的3个 平 衡 点:无 感 染 平 衡 点 E0 =
λ
μ1
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E0 处用下一代矩阵[8]求解得到模型的感染基本再生数R0,
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该基本再生数R0 表示一个HIV病毒粒子在生命周期中无感染状态下所能感染的正常细胞数释放子代病毒

粒子的个数.当R0 >1时,无免疫感染平衡点E1 是唯一存在的,其中
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对于免疫平衡点E* 的存在性,我们有下面的引理.

引理2 当γ>μ2 和免疫再生数RE =β
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证  当E ≠0时,求解模型(1)的方程组有:
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其中E2 是下面三次方程的根,
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分析可知:f1(E)是开口向上的二次函数,f2(E)是严格单调减的反比例函数,在[0,∞)上当f2(0)>

f1(0)时有且仅有一个交点E2,当γ>μ2 时I2 非负且当免疫再生数RE =
f2(0)
f1(0)>

1时,存在唯一的免疫

正平衡点E*.故引理可证.该免疫再生数RE 表示一个HIV病毒粒子在生命周期中无感染状态下所能感染

的正常细胞数释放子代病毒粒子减去被激活的CD8+细胞免疫作用后所剩的个数.

2 稳定性分析

定理1 当R0 <1时,无感染平衡点E0 是全局渐近稳定的.
证  定义Layunov函数
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因为I≥0,E ≥0,mfkh≥H 1
2
,所以
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因此,当R0 <1时,L'
0 ≤0.设
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0=0}

计算L'
0=0,得到D0 的最大不变集为:
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由Lyapunov-LaSalle不变集原理可以得到:当R0 <1时,无感染平衡点E0 是全局渐近稳定的.

定理2 当 μ2h
γ-μ2

<1,R0 >1,RE <1时,感染平衡点E1 是全局渐近稳定的.

证  同上面的证明一样,定义Layunov函数
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沿着系统(1)轨线的全导数为:
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又因为λ=μ1T1+βT1V1,ρI1=cV1,βT1V1=δI1,代入整理得:
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又I≥0,E ≥0,mfkh≥H 1
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因此,当RE <1时,L'
1 ≤0.设

D1={(T,I,V,E)|L'
1=0}

计算L'
1=0,得到D1 的最大不变集为:

{(T,I,V,E)|T=T1,I=I1,V=V1,E=0}
由Lyapunov-LaSalle不变集原理可以得到:当RE <1时,无感染平衡点E1 是全局渐近稳定的.

定理3 当βT2-
δc
ρ
<0,RE >1时,免疫平衡点E* 是全局渐近稳定的.
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证  同上面的证明一样,构造Layunov函数

L2=T-T2-T2
T
T2

+I-I2-I2
I
I2+

δ
ρ

V-V2-V2
V
V2

æ

è
ç

ö

ø
÷+E-E2-E2

E
E2

沿着系统(1)轨线的全导数为:

L2
' =λ1-μ1T(t)-

λ
T -μ1-β(1-Fe(E))V

é

ë
êê

ù

û
úúT2-kFk(E)I-

δFr(E)I-
δc
ρ
V+

γIE
h+I+E-μ2E-

(β(1-Fe(E))TV 1I -δ-kFk(E))I2-

δ(1-Fr(E))
I
V -

δc
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷V2-

γIE2

h+I+E+μ2E2

又因为λ=μ1T2+β(1-Fe(E2))T2V2,ρ(1-Fr(E2))I2=cV2,βT2V2= (δ+kFk(E2))I2,代入整理得:

L2
' =μ1T2 2-

T2

T -
T
T2

æ

è
ç

ö

ø
÷+β(1-Fe(E2))T2V2 3-

T2

T -
I2VT
IT2V2

-
δ

δ+kFk(E2)
(1-Fr(E))

V2I
VI2

æ

è
ç

ö

ø
÷+

βT2-
δc
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷V+N 2-

E2

E -
E
E2

æ

è
ç

ö

ø
÷-kFk(E)I-δFr(E)I

其中N=max
γIE

h+I+E
, γI2E2

h+I2+E2
{ },I,E 在闭可行域D 中保证了N 的存在性,所以当βT2-

δc
ρ
<0

时,L'
2 ≤0.同理记

D2={(T,I,V,E)|L'
2=0}

计算L'
2=0,得到D2 的最大不变集为:

{(T,I,V,E)|T=T2,I=I2,V=V2,E=E2}

由Lyapunov-LaSalle不变集原理可以得到:当βT2-
δc
ρ
<0时,免疫平衡点E* 是全局渐近稳定的.

3 结  论

本文建立了一个考虑CD8+细胞饱和免疫作用的微分模型,研究了CD8+细胞免疫作用对于HIV病

毒感染的影响,结合感染再生数R0和免疫再生数RE 的表达式,分析可知CD8+的免疫作用并不能直接影

响HIV病毒感染的发生,但会影响HIV感染的发病时长,而且若将CD8+细胞的数量考虑为常量,感染再

生数R0的值会相对减少,进而破坏解的稳定性态;另一方面若将CD8+细胞的激活项考虑为双线性的,则

会过高估计免疫再生数[9-10],两种情形下对 HIV病毒感染的治疗都会造成错误的估计,且注意到只有当

CD8+细胞的激活率大于其死亡率时,细胞免疫才有可能发挥其作用.通过Lyapunov函数和LaSalle不变

原理分析了平衡点的稳定性,我们得到当γ>μ2 时,呈现出HIV感染的三个阶段:当R0<1时,无感染

平衡点E0全局渐近稳定,HIV病毒被控制下来;而当R0>1,RE <1时,感染平衡点E1是全局渐近稳定

的,HIV病毒感染成功,免疫激活失败;当RE >1,βT2-
δc
ρ
<0时,免疫平衡点E* 全局渐近稳定,免疫

激活成功,HIV感染进入较长的潜伏期.而当γ≤μ2 时只会呈现出 HIV感染的前两个阶段,因为激活的

CD8+细胞会始终趋向于零,免疫平衡点E* 不存在,即病情得到快速发展,不会进入HIV感染的潜伏期.
此时若R0 <1,无感染平衡点E0 是全局渐近稳定的,而当R0 >1时,感染平衡点E2 是全局渐近稳定

的[11].今后可进一步研究感染平衡点E2 和免疫平衡点E* 全局渐近稳定的充要条件.
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StabilityAnalysisofaViralDynamicModel
withSaturatedImmuneResponses

SHUMeng-shi, WANGWen-di, YAOMiao-ran, ZHANGJin-Jin
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,a4-Dviraldynamicmodelwithimmunesaturationisstudied.Weprovetheposi-
tivityandboundednessofthesolutionsandobtaintheinfectionbasicreproductivenumberR0andimmune
basicreproductivenumberRE.ByconstructingLyapunovfunction,thedisease-freeequilibrium,diseasee-
quilibriumandtheimmuneequilibriumareshowntobegloballyasymptoticallystableundercertaincondi-
tionsrespectively,thedifferentactivevaluesofCD8+cellhavedifferentimpressiononviralinfection.
Keywords:saturatedimmuneresponse;Lyapunovfunction;globalstability
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