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具有特殊旗曲率性质的芬斯勒度量的若干定理①

程新跃, 李婷婷, 殷 丽, 刘树华

重庆理工大学 理学院,重庆400054

摘要:首先研究了n(≥3)维流形上具有弱迷向旗曲率K =
3θ
F +σ的芬斯勒度量F,得到了θ和σ所满足的一个偏

微分方程组,其中θ=θi(x)yi 是一个1 形式,σ=σ(x)是流形上的一个标量函数.其次,证明了具有常数平均

Berwald曲率的芬斯勒度量的H 曲率必然为零.进一步地,讨论了具有标量旗曲率且具有常数平均Berwald曲率的

芬斯勒度量,得到了旗曲率K 所满足的一个恒等式,并在维数n大于2的条件下,证明了此时芬斯勒度量具有常数

旗曲率.
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芬斯勒几何中的旗曲率是黎曼几何中截面曲率的自然推广,它是由文献[1-2]首次引进的.旗曲率直

接反映了芬斯勒空间的弯曲程度.研究并刻画具有特殊旗曲率性质的芬斯勒度量是芬斯勒几何中最重要的

课题之一.2003年,沈忠民教授在文献[3]中分类刻画了射影平坦且具有常数旗曲率的Randers度量(在芬

斯勒几何中,这是第一个没有“流形是闭的”这一条件限制的分类定理).同年,沈忠民教授在文献[4]中给

出了一般芬斯勒度量为射影平坦且具有常数旗曲率的充分条件,利用此方法,我们可以构造出很多射影平

坦且具有常数旗曲率的芬斯勒度量.2005年,莫小欢教授和沈忠民教授在文献[5]中证明了:在n(≥3)维
紧致流形上具有负标量旗曲率的芬斯勒度量一定是Randers度量.进一步,2009年,本文第一作者与沈忠

民教授在文献[6]中分类了n(≥3)维流形上具有弱迷向旗曲率的Randers度量.
芬斯勒几何学家们在芬斯勒空间中引进了若干重要的非黎曼几何量(如Cartan张量C、Berwald曲率

B、H 曲率H、S 曲率S等).非黎曼几何量在黎曼空间中均为零.如果说黎曼几何量(如旗曲率、Ricci曲率

等)刻画了空间的弯曲和形状,那么,非黎曼几何量则描述了芬斯勒空间的色彩的变化程度.2003年,文献

[7]证明了:具有标量旗曲率且具有迷向S 曲率的芬斯勒度量一定具有弱迷向旗曲率.文献[8]讨论了具有

弱迷向旗曲率的Randers度量,证明了对Randers度量而言,具有弱迷向旗曲率的Randers度量一定具有迷

向S 曲率.此外,文献[7]还对于具有标量旗曲率且具有相对迷向平均Landsberg曲率的芬斯勒度量,给出

了旗曲率K 和平均Cartan张量I满足的一个微分方程组.这些成果充分表明:在芬斯勒空间中,旗曲率与

非黎曼几何量有着紧密的联系.2010年,文献[9]研究了非Randers型的(α,β)度量F,并证明了:F具有

标量旗曲率且具有常数S 曲率等价于F 是旗曲率为零的Berwald度量,在此情形下,F 是局部Minkowski
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度量.因此,刻画具有特殊非黎曼曲率性质的芬斯勒度量也是芬斯勒几何中的重要课题.

1988年,文献[10]首次提出了非黎曼几何量H 曲率,并证明了:对于具有标量旗曲率的芬斯勒度量

F,旗曲率仅为流形上的标量函数等价于F 的H 曲率为零.
在本文中,我们首先讨论了具有弱迷向旗曲率的芬斯勒度量F,利用相关的Bianchi恒等式,结合F 的

旗曲率表达式,得到了θ和σ满足的一个偏微分方程组,其中θ=θi(x)yi 是一个1 形式,σ=σ(x)是流形

上的一个标量函数(见本文定理1).其次,根据H 曲率的定义,我们证明了具有常数平均Berwald曲率的

芬斯勒度量的H 曲率必然为零,并进一步地讨论了具有标量旗曲率且具有常数平均Berwald曲率的芬斯

勒度量,得到了关于旗曲率K 的两个结论(见本文定理2与定理3).

1 预备知识

定义1[11] 设M 是一个n维光滑流形,F:TM →[0,+∞)是定义在其切丛上的非负函数.如果F
满足如下条件:

(f1)光滑性:在带孔切丛TM\{0}上,F(x,y)是C∞ 函数;

(f2)正齐次性:F=F(x,y)满足

F(x,λy)=λF(x,y)   ∀λ>0
  (f3)正则性:对于任意y≠0,

gij(x,y)=
1
2
∂2F2

∂yi∂yj
(x,y)=

1
2
[F2]

yiyj

构成一个正定矩阵.
则称F 为M 上的一个芬斯勒度量.

F 的基本张量定义为

g=gij(x,y)dxi ⊗dxj

  正如在黎曼几何中一样,测地线是芬斯勒几何中的一个重要的基本概念,它可以由下述2阶微分方程

组来刻画:

d2xi

dt2 +2Gi x,dx
i

dt
æ

è
ç

ö

ø
÷=0

其中

Gi(x,y)=
1
4g

il [F2]xkyly
k -[F2]xl{ }

Gi=Gi(x,y)称为F 的测地系数[11].
由芬斯勒度量的测地系数,我们可确定度量的黎曼曲率,其定义如下:

Ry =Ri
k
∂
∂xi dx

k

其中

Ri
k =2

∂Gi

∂xk -
∂2Gi

∂xm∂yky
m +2Gm ∂2Gi

∂ym∂yk -
∂Gi

∂ym
∂Gm

∂yk

  令Ri
jkl 表示芬斯勒度量关于Berwald联络的黎曼曲率张量,Ri

kl =yjRi
jkl,则:

Ri
jkl =

1
3
∂2Ri

k

∂yj∂yl -
∂2Ri

l

∂yj∂yk{ } (1)

Ri
kl =

1
3
∂Ri

k

∂yl -
∂Ri

l

∂yk{ } (2)

  芬斯勒度量中的角度量张量定义为:
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hy =hij(x,y)dxi ⊗dxj

hij(x,y)=gij -lilj

其中

li(x,y)=Fyi
(x,y)

  定义2 对一个包含切向量y的二维切子空间P=span{y,u}⊂TxM,旗曲率K=K(P,y)定义为

K(P,y)=
Rjk(x,y)ujuk

F(x,y)2hjk(x,y)ujuk

即旗曲率K=K(P,y)可以看作是“旗面”P=span{y,u}⊂TxM 和“旗杆”y∈P\{0}的函数.
特别地,若旗曲率K=K(P,y)是切丛TM0=TM\{0}上的标量函数,即K(P,y)=K(x,y),则称

F 具有标量旗曲率;若K=K(P,y)满足

K=
3θ
F +σ (3)

其中θ=θi(x)yi 是一个1 形式,σ=σ(x)是流形上的一个标量函数,则称F 具有弱迷向旗曲率;若K=

K(P,y)是流形M 上的标量函数,即K(P,y)=K(x),则称F 具有迷向旗曲率.根据Schur引理[12],当

n≥3时,若F 具有迷向旗曲率,即K=K(x),则K 为常数,此时称F 具有常数旗曲率.

我们知道,对于黎曼度量,其测地系数Gi=
1
2Γ

i
jk(x)yjyk 是切向量y∈TxM 的二次齐次式,其中Γi

jk

是Christoffel记号.然而,对于一般的芬斯勒度量,Gi=Gi(x,y)并不一定是切向量y∈TxM 的二次齐次

式.因此,为了刻画芬斯勒度量中Gi 的齐次性,我们给出如下的几何量:

By =Bi
jkldxj 

∂
∂xi dx

k dxl

其中

Bi
jkl(x,y)=

∂3Gi

∂yj∂yk∂yl

B={By|y∈TxM\{0}}称为Berwald曲率.当B=0时,芬斯勒度量F 称为Berwald度量.易见:芬斯勒

度量F 是Berwald度量的充分必要条件为测地系数Gi 是关于y 的二次型.
通过Berwald曲率,我们可以定义如下的Landsberg曲率:

Ly =Lijkdxi ⊗dxj ⊗dxk

其中

Lijk =-
1
2y

mgmlBl
ijk =-

1
2y

mgml
∂3Gl

∂yi∂yj∂yk

进一步,我们还可以定义平均Berwald曲率:

Ey =Eijdxi ⊗dxj

其中

Eij =
1
2

∂2

∂yi∂yj
∂Gm

∂ym
æ

è
ç

ö

ø
÷=
1
2B

m
mij (4)

  定义3 设F 是n 维的芬斯勒度量,若F 满足

Eij =
n+1
2 cF-1hij

则称F 是具有迷向平均Berwald曲率的芬斯勒度量,其中c=c(x)是流形上的一个标量函数.当c为常数

时,我们称F 是具有常数平均Berwald曲率的芬斯勒度量.
通过平均Berwald曲率,我们又可以给出非黎曼几何量H 曲率的定义[10]:
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Hy =Hijdxi ⊗dxj

其中

Hij =Eij|mym (5)

“|”表示芬斯勒度量在Berwald联络下的水平协变导数.H 曲率刻画了度量的平均Berwald曲率E 沿测地

线的变化率,它是带孔切丛TM\{0}上关于y 的零阶正齐次标量函数.

2 主要结论及证明

在本节中,我们利用Berwald联络讨论相关问题.
首先,在Berwald联络下,关于黎曼曲率张量Ri

jkl 和Berwald曲率Bi
jkl 有如下重要的Bianchi等式[13]:

Ri
jkl|m +Ri

jlm|k +Ri
jmk|l =-Bi

jkrRr
lm -Bi

jlrRr
mk -Bi

jmrRr
kl (6)

Ri
jkl·m =Bi

jml|k -Bi
jkm|l (7)

Bi
jkl·m =Bi

jkm·l (8)

对(6)式用yi 和yl 缩并,我们可以得到一个新的Bianchi等式如下:

Ri
k|m -Ri

m|k +Ri
mk|lyl =0 (9)

在(6)式中,关于i,j求迹,并利用(4)式,我们又可以得到一个新的Bianchi等式:

Rj
jkl|m +Rj

jlm|k +Rj
jmk|l =-2EkrRr

lm -2ElrRr
mk -2EmrRr

kl (10)

  现在,设F 是具有标量旗曲率的芬斯勒度量,即K=K(x,y),在局部坐标下,

Ri
k =KF2hi

k =K F2δi
k -gkqyqyi{ } (11)

其中

hi
k =δi

k -F-1F·kyi

将(11)式两边求水平协变导数,可得

Ri
k|l =K|lF2hi

k (12)

再将(11)式分别代入(2)式和(1)式,我们又可以得到:

Ri
kl =

1
3K·lF2hi

k -
1
3K·kF2hi

l +KF F·lδi
k -F·kδi

l{ } (13)

Ri
jkl =K(gjlδi

k -gjkδi
l)+K·jF(F·lδi

k -F·kδi
l)+

F2

3
(K·j·lhi

k -K·j·khi
l)+

K·l

3
(2FF·jδi

k -FF·kδi
j -gjkyj)-

K·k

3
(2FF·jδi

l -FF·lδi
j -gjlyi) (14)

由(14)式计算可得

Rm
mij =

n+1
3 F(K·iF·j -K·jF·i) (15)

将(13)式两边求水平协变导数,并用ym 缩并,得

Ri
kl|mym =

1
3K·l|mymF2hi

k -
1
3K·k|mymF2hi

l +K|mym{FF·lδi
k -FF·kδi

l} (16)

将(12)式和(16)式代入Bianchi等式(9),可得

K|lhi
k -K|khi

l -
1
3K·l|mymhi

k +
1
3K·k|mymhi

l -K|mym{F-1F·lδi
k -F-1F·kδi

l}=0 (17)

  进一步,我们考虑具有弱迷向旗曲率的芬斯勒度量,此时

K=
3θ
F +σ
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其中,θ=θi(x)yi 是一个1 形式,σ=σ(x)是流形上的一个标量函数.利用上述获得的一系列Bianchi等

式,我们可以得到下面定理:

定理1 设(M,F)是n(≥3)维芬斯勒流形.若F 具有弱迷向旗曲率,即

K=
3θ
F +σ

则

3Fθ|l +F2σ|l -2F·lθ|my
m -FF·lσ|my

m -Fθ·l|my
m =0 (18)

其中θ=θi(x)yi 是一个1 形式,σ=σ(x)是流形上的一个标量函数.
证

设F 是具有弱迷向旗曲率的芬斯勒度量.由K=
3θ
F +σ 得:

K|l =
3θ|l

F +σ|l

K·l|m =
3θ·l|mF-θ|mF·l

F2

其中:

σ|l =σxi   θ|l =θxl -θymNm
l

结合(17)式,得

3θ|l

F +σ|l

æ

è
ç

ö

ø
÷hi

k -
3θ|k

F +σ|k

æ

è
ç

ö

ø
÷hi

l -
(θ·l|mF-θ|mF·l)ymhi

k +(θ·k|mF-θ|mF·k)ymhi
l

F2 -

3θ|m

F +σ|m

æ

è
ç

ö

ø
÷ym{F-1F·lδi

k -F-1F·kδi
l}=0

关于i,k求迹,可直接得到

(n-2)(3Fθ|l -2F·lθ|my
m -Fθ·l|my

m +F2σ|l -FF·lσ|my
m)=0

这里,我们已用到

θ·l|m =θ|m·l
,θ|sh

s
l =θ|s

(δs
l -lsll)=θ|l -F-1F·lθ|my

m

易知,当n≥3时,(18)式成立.
接下来,我们考虑具有标量旗曲率的芬斯勒度量.在此条件之下,如果芬斯勒度量还具有常数平均

Berwald曲率,那么,我们可以得到如下定理:

定理2 设(M,F)是n 维芬斯勒流形,若F 具有常数平均Berwald曲率,即

Eij =
n+1
2 cF-1hij

其中c是常数,则 H =0.进一步地,若F 具有标量旗曲率K=K(x,y),则旗曲率K 满足

K·iF·j +K·jF·i+K·i·jF=0 (19)

  证

设F 是具有标量旗曲率和常数平均Berwald曲率的芬斯勒度量.首先证明 H =0.利用Berwald联络,

我们知道:

gij|k =-2Lijk   li|j =0
由

Eij =
n+1
2 cF-1hij

其中c是一个常数,可得
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Eij|k =
n+1
2 c(F-1hij)|k =

n+1
2 cF-1(gij|k -li|klj -lilj|k)=

-(n+1)cF-1Lijk

由

Hij =Eij|kyk

得

Hij =-(n+1)cF-1Lijkyk =0

  现在,对Bianchi等式(7)两边用yk 缩并,得

Ri
jkl·myk =Bi

jml|kyk

再由(14)式可得

Bi
jml|kyk =2KCjlmyi-

K·j

3
{FF·lδi

m +FF·mδi
l -2glmyi}-

K·l

3
{FF·jδi

m +FF·mδi
j -2gjmyi}-

K·m

3
{FF·jδi

l +FF·lδi
j -2gjlyi}-

K·j·m

3 F2hi
l -

K·j·l

3 F2hi
m -

K·l·m

3 F2hi
j

结合:

Bm
ijm =2Eij   Hij =Eij|kyk

可得

Hij =-
(n+1)
6 F{K·iF·j +K·jF·i+K·i·jF} (20)

由 H =0及(20)式可知(19)式成立.
事实上,(19)式等价于(KF)·j·l=KF·j·l.根据Hopf极大值原理,我们可以证明,此时K只能是仅依赖

于x 的函数,即K=σ(x).根据Schur定理,当n≥3时,K 是常数,即F 此时具有常数旗曲率.所以,我

们实际上证明了下面定理:

定理3 设(M,F)是n(≥3)维芬斯勒流形.若F 是具有标量旗曲率和常数平均Berwald曲率的芬斯

勒度量,则F 具有常数旗曲率.
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SomeTheoremsofFinslerMetricswith
SpecialFlagCurvatureProperties

CHENGXin-yue, LITing-ting, YIN Li, LIUShu-hua
SchoolofScience,ChongqingUniversityofTechnology,Chongqing400054,China

Abstract:Inthispaper,wefirststudytheFinslermetricFofweaklyisotropicflagcurvaturewithK=
3θ
F+σ

onamanifoldMofdimensionn(≥3),whereθ=θi(x)yiisa1-formandσ=σ(x)isascalarfunctionon
manifoldM.Weobtainasystemofpartialdifferentialequationsthatθandσsatisfy.Next,weprovethatthe
H-curvaturevanisheswhenFisofconstantmeanBerwaldcurvature.Finally,wediscussFinslermetricsof
scalarflagcurvatureandofconstantmeanBerwaldcurvature.Inthiscase,wefindanidentitythattheflag
curvatureKsatisfiesandprovethatKisactuallyaconstantwhennisgreaterthan2.
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