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一类Kirchhoff型分数阶

p 拉普拉斯方程无穷解的存在性①

刘晓琪, 欧增奇

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:利用对称山路引理研究带有超线性非线性项的Kirchhoff型分数阶p 拉普拉斯方程,获得了该方程无穷个

解的存在性.
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考虑如下Kirchhoff型分数阶p 拉普拉斯方程:
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其中Ω ⊂RN(N ≥3)是一个非空有界开集,􀆟Ω 满足Lipshcitz条件,p*
s =

Np
N -sp

,(-Δ)sp 是分数阶p

拉普拉斯算子,定义如下:

(-Δ)spu(x)=2lim
ε→0+∫RN\Bε(x)

|u(x)-u(y)|p-2(u(x)-u(y))
|x-y|N+ps dy

其中x ∈RN,0<s<1<p<N,sp<N.M:R+
0 →R+

0 是连续函数(R+
0 表示除去0以外的正实数集),

且满足下面的条件:

(V)存在θ>0,使得M(t)t≤θρ(t),其中

ρ(t)=∫
t

0
M(ν)dν   t∈ [0,∞)

且存在0<m1 ≤m2 < ∞ 与α>1,使得

m1tα ≤ρ(t)≤m2tα

  令f:Ω×R →R是Carathéodory函数,设

F(x,ξ)=∫
ξ

0
f(x,τ)dτ

满足下列条件:

① 收稿日期:2016 09 13
基金项目:国家自然科学基金项目(11471267).
作者简介:刘晓琪(1990 ),女,河南台前人,硕士研究生,主要从事非线性分析的研究.
通信作者:欧增奇,副教授,硕士研究生导师.



(f1)对于所有的x ∈Ω 和ξ∈R,f(x,-ξ)=-f(x,ξ);
(f2)对于所有的x ∈Ω 和ξ∈R,存在a1 >0且1<q<p*

s ,使得

|f(x,ξ)|≤a1(1+|ξ|q-1)

  (f3)对于所有的x ∈Ω,都有

lim
|ξ|→∞

F(x,ξ)
|ξ|θp =+∞

  (f4)对于所有的x ∈Ω,都有

lim
ξ→0

F(x,ξ)
|ξ|θp =0

  (f5)对于所有的x ∈Ω 和ξ∈R,存在μ >θp,γ0 ∈L1(Ω)且γ1 ∈L
sp
N(Ω),使得

μF(x,ξ)≤ξf(x,ξ)+γ0(x)+γ1(x)|ξ|θp

  (f6)对于所有的x ∈Ω 和ξ∈R,F(x,ξ)≥0.
最近有许多文献研究了Kirchhoff型分数阶方程.文献[1]研究的是p=2的情况,利用喷泉定理,获

得了方程无穷多个解的存在性.文献[2-3]研究的是带有满足(AR)条件的非线性项的方程.其中,文献

[3]利用山路引理,获得了方程两个非平凡弱解的存在性;文献[2]利用对称山路引理,获得了方程无穷

多个解的存在性.受以上结果的启发,本文把(AR)条件推广到一般的超二次条件,并得到方程无穷多个

解的存在性.
记Q=R2N\p,其中p=C(Ω)×C(Ω)⊂R2N 以及C(Ω)=RN\Ω.W 是RN 到R中的勒贝格可测函数

的线性空间,并且满足

∫∫Q

|u(x)-u(y)|p

|x-y|N+ps dxdy< ∞   u∈W

考虑W 的闭线性子空间W0={u∈W:u(x)=0,a.e.x ∈RN\Ω},并且在W0 中定义范数为

‖u‖W0 =∫∫Q

|u(x)-u(y)|p

|x-y|N+ps dxdy
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由文献[3]可知,当p∈ [1,p*
s ]时,嵌入W0⤿Lr(Ω)为连续嵌入;当p∈ [1,p*

s )时,此嵌入为紧嵌

入,并且存在常数

C0=C0(N,r,p,s)>0
使得

∫Ω
|u|rdx( )

1
r

≤C0‖u‖W0

  定义I:W0 →R为方程(1)对应的能量泛函,即

I(u)=
1
pρ∫∫Q

|u(x)-u(y)|p

|x-y|N+ps dxdy
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ø
÷-∫Ω

F(x,u)dx (2)

如果u∈W0 满足

M∫∫R2N

|u(x)-u(y)|p

|x-y|N+ps dxdy
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÷∫∫R2N

|u(x)-u(y)|p-2(u(x)-u(y))(φ(x)-φ(y))
|x-y|N+ps dxdy=

∫Ω
f(x,u(x))φ(x)dx   ∀φ∈W0

则称u 是方程(1)的弱解.本文主要的结果是:

定理1 假设0<θ<
N

N -ps
,条件(V)与(f1)-(f6)都成立,若θp<q<p*

s ,则方程(1)有无穷

多个解.
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证 利用对称山路引理[4].由条件(f1)可知F(x,·)是偶的,且I(0)=0.下面分两步来完成

定理1的证明:

步骤1 证明泛函I有山路结构.
由条件(f4)可知,对任意的ε>0,都存在δ1=δ1(ε)>0,当|ξ|<δ1 时,对于所有的x∈Ω,都有

|F(x,ξ)|≤ε|ξ|θp (3)
由条件(f2)可知,对于所有的|ξ|≥δ1 和x ∈Ω,都存在

Cε =2a1maxδ1-q1 ,
1
q{ }

有

|F(x,ξ)|≤a1 |ξ|+|ξ|q

q
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤Cε|ξ|q (4)

由(3)式和(4)式可知,对任意的ε>0,对所有的x ∈Ω 和ξ∈R,都有

|F(x,ξ)|≤ε|ξ|θp +Cε|ξ|q (5)

由条件(f3)可知,对任意的K1 >
1
pρ
(1)C-θ

0 ,都存在K2,当|ξ|>K2 时,对所有的x ∈Ω,有

|F(x,ξ)|≥K1|ξ|θp (6)

由条件(V)可知,对于所有的t>0,M(t)>0,并且:

ρ(t)≥ρ(1)tθ   t∈ [0,1] (7)

ρ(t)≤ρ(1)tθ   t∈ [1,+∞) (8)
由(5)式和(7)式可知,对于满足 ‖u‖W0 ≤1的u,有

I(u)≥
1
pρ∫∫RN

|u(x)-u(y)|p

|x-y|N+ps dxdy
æ

è
ç

ö

ø
÷-ε∫Ω

|u|θpdx-Cε∫Ω
|u|qdx≥

1
pρ
(1)‖u‖θp

W0 -εCθp
0 ‖u‖θp

W0 -CεCq
0‖u‖q

W0 =

‖u‖θp
W0

1
pρ
(1)-εCθp

0 -CεCq
0‖u‖q-θp

W0

æ

è
ç

ö

ø
÷ (9)

由(9)式可知,存在足够小的r,当 ‖u‖W0 =r时,有

I(u)≥rθp 1
pρ
(1)-εCθp

0 -CεCq
0rq-θpæ

è
ç

ö

ø
÷=α>0

  令E 是W0 中的有限维子空间,对满足‖u‖W0=1的任意的u,对于所有的t>max{K2,1},由(6)

式和(8)式可知

I(tu)≤
1
pρ
(tp)-∫Ω

K1|tu|θpdx≤
1
pρ
(1)tθp -K1Cθ

0tθp =

1
pρ
(1)-K1Cθ

0
æ

è
ç

ö

ø
÷·tθp

由于K1 >
1
pρ
(1)C-θ

0 ,则存在足够大的R0 >0,当 ‖u‖W0 =R0 时,有I(u)<0.

步骤2 证明I满足(PS)条件.
设{un}⊂W0 满足I(un)有界,且当n→ ∞ 时I'(un)→0.则存在C >0,有

|<I'(un),un>|≤C‖un‖W0

且

I(un)≤C
  首先证明{un}是有界的.利用反证法,假设 ‖un‖W0 → ∞,则由条件(V)和条件(f5)可得
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I(un)-
1
μ
<I'(un),un>=

1
pρ
(‖un‖p

W0
)-
1
μ
M(‖un‖p

W0
)‖un‖p

W0 -
1
μ∫Ω

[μF(x,un -f(x,un)un)]dx≥

1
θp-

1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷M(‖un‖p

W0
)‖un‖p

W0 -
1
μ∫Ω

[γ0(x)+γ1(x)|un|θp]dx (10)

因为I(un)和|<I'(un),un>|≤C‖un‖W0
,且 ‖un‖W0

无界,可知

I(un)-
1
μ
<I'(un),un>+∫Ω

γ0(x)dx≤
1
2
1
θp-

1
μ

æ
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ø
÷M(‖un‖p

W0
)‖un‖p

W0
(11)

则由(10)式和(11)式可知

1
2
1
θp-

1
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷M(‖un‖p

W0
)‖un‖p

W0 ≤∫Ω
γ1(x)|un|θpdx (12)

令

ωn =
un

‖un‖W0

由于{ωn}有界,则存在一列子列,仍记为{ωn},在W0 中ωn⇀ω,在Lp(Ω)中ωn →ω,且在Ω 中ωn(x)→
ω(x)几乎处处成立.由(12)式可知

M(‖un‖p
W0
)≤b∫Ω

γ1(x)|ωn|θpdx

则存在b>0和r>0,使得

b∫Ω
γ1(x)|ωn|θpdx≥r

由文献[5]和条件(f3)可知

lim
n→∞

F(x,un)
‖un‖θp

W0

=lim
n→∞

F(x,‖un‖W0ωn(x))

‖un‖θp
W0|ωn(x)|θp |ωn|θp =+∞

由条件(f6)和法图引理可得

lim
n→∞

∫Ω
F(x,un)dx

‖un‖θp
W0

=+∞

由

0=lim
n→∞

I(un)
‖un‖θp

W0

=

1
p

ρ(‖un‖p
W0
)

‖un‖θp
W0

-
∫Ω

F(x,un)dx

‖un‖θp
W0

≤

1
p

ρ(1)‖un‖θp
W0

‖un‖θp
W0

-
∫Ω

F(x,un)dx

‖un‖θp
W0

=

1
pρ
(1)-
∫Ω

F(x,un)dx

‖un‖θp
W0

→-∞

推出矛盾.由此可得{un}在W0 中是有界的.
下证在W0中un→u.由于W0是自反的巴拿赫空间,因为{un}有界,所以存在一列子列,仍记为{un},

在W0 中un⇀u,在Lp(Ω)中un →u,且在Ω 中un(x)→u(x)几乎处处成立.记
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Aψ(v)=∫∫R2N

|ψ(x)-ψ(y)|p-2(ψ(x)-ψ(y))
|x-y|N+ps

(v(x)-v(y))dxdy   v∈W0

由Hölder不等式可知

|Aψ(v)|≤ ‖ψ‖
p-1
W0 ‖v‖W0   v∈W0

则有

lim
n→∞

Au(un -u)=0 (13)

由un⇀u 且在W *
0 中I'(un)→0,可知

<I'(un),un -u>→0
即当n→ ∞ 时,有

<I'(un),un -u>=M(‖un‖p
W0
)Aun

(un -u)-∫Ω
f(x,un)(un -u)dx→0 (14)

因为在Lp(Ω)中un →u,所以

f(x,un)(un -u)→0
由文献[3]可知,{f(x,un)(un -u)}在L1(Ω)上是一致有界且等度连续的,则由维它利定理可得

lim
n→∞∫Ω

f(x,un)(un -u)dx=0 (15)

由(14)式和(15)式可得

M(‖u‖p
W0
)Aun

(un -u)→0   n→ ∞

又由M(‖u‖p
W0
)有界可得,当n→ ∞ 时,有

Aun
(un -u)→0 (16)

由(13)式和(16)式可得

|Aun
(un -u)-Au(un -u)|→0   n→ ∞

  下面由Simon不等式讨论强收敛性.
当p≥2时,令n→ ∞,则

‖un -u‖p
W0 ≤

Cp∫∫R2N
[|un(x)-un(y)|p-2(un(x)-un(y))-|u(x)-u(y)|p-2(u(x)-u(y))]×

(un(x)-u(x)-un(y)+u(y))|x-y|-(N+ps)dxdy=

Cp[Aun
(un -u)-Au(un -u)]=o(1) (17)

当1<p<2时,令n→ ∞,则

‖un -u‖p
W0 ≤

C􀮨p[Aun
(un -u)-Au(un -u)]

p
2(‖un‖p

W0 +‖u‖p
W0
)
2-p
2 ≤

C􀮨p[Aun
(un -u)-Au(un -u)]

p
2(‖un‖

p(2-p)
2

W0 +‖u‖
p(2-p)
2

W0
)≤

C[Aun
(un -u)-Au(un -u)]

p
2 =o(1) (18)

其中C 是正常数,Cp 和C􀮨p 是Simon不等式中只依赖于p 的常数.则由(17)式和(18)式可知

‖un -u‖p
W0 →0   n→ ∞

综上所述,可知I满足(PS)条件.
根据对称山路引理可知方程(1)存在无穷多个弱解.
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ExistenceofInfinitelyManySolutionsforaClassofKirchhoff-Type
ProblemsInvolvingtheFractionalp-Laplacian

LIUXiao-qi, OUZeng-qi
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthisarticle,theexistenceofinfinitelymanysolutionsforKirchhoffproblemsinvolvingthe

fractionalp-Laplacianwithsuperlinearnonlinearityareobtainedbyusingthesymmetricmountainpass
theorem.

Keywords:Kirchhoff-typeproblem;fractionalp-Laplacian;infinitelymanysolutions;symmetricmoun-
tainpasstheorem
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