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一类Klein-Gordon-Maxwell系统的基态解①

张 勋, 唐春雷

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:利用变分方法研究了一类带有位势函数V 的Klein-Gordon-Maxwell系统,并且获得了该系统的基态解.
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本文研究如下Klein-Gordon-Maxwell系统:

-Δu+V(x)u-(2ω+ϕ)ϕu=f(x,u) x∈R3

Δϕ=(ω+ϕ)u2 x∈R3{ (1)

其中ω>0,u,ϕ:R3 →R.这种类型的系统来源于一个非常有趣的物理情境,文献[1]首次研究了这类系

统.随后,文献[1-5]获得了这类系统非平凡解的存在性结果.伴随着解的存在性研究,一类带有位势函数

V 的Klein-Gordon-Maxwell系统的径向对称解被广泛研究[6].以上文献大多数都是在径向对称空间中研究

解的存在性结果,而对基态解的研究很少,只有文献[2,5]研究了该系统的基态解.因此本文将研究一类

带有位势函数V 的 Klein-Gordon-Maxwell系统基态解的存在情况,这里的非线性项满足的条件比一般

Ambrosetti-Rabinowitz条件更弱.为了得出我们的结论,需要以下条件:

(V0)V ∈C(R3,R),满足inf
x∈R3

V(x)=V0,并且对 ∀M >0,存在v0 >0,使得

lim
|y|→+∞

meas{x∈R3:|x-y|≤v0,V(x)≤M}=0

其中V0 >0是正常数,meas表示R3 中的勒贝格测度;

(f1)lim
t→0+

f(x,t)
t =0关于x ∈R3 一致成立;

(f2)f∈C(R3×R,R),存在C0>0,4≤p<2*,使得对于t∈R,|f(x,t)|≤C0(1+|t|p-1)

关于x ∈R3 一致成立,其中2* =6是临界指数;

(f3)存在0≤σ<V0,使得对于t∈R,有tf(x,t)-4F(x,t)≥-σt2,其中F(x,t)=∫
t

0
f(x,s)ds.

本文主要的结果是:

定理1 假设条件(V0),(f1),(f2)和(f3)成立,则系统(1)有基态解.
注1 一方面,相比于文献[2,5],本文研究的是带非常值位势V 的系统(1)的基态解.另一方面,相

比于文献[5],本文研究的是非自治的系统(1)的基态解,且非线性项f的条件不同于文献[7-9]的非线性
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项f 的条件,也不同于文献[10]的条件.
注2 条件(V0)比强制位势条件(当|x|→+∞ 时,V(x)→+∞)更弱,但是由它仍能得出E ⤿

Ls(2≤s<2*)是紧嵌入(详细可见文献[11]).条件(f3)比一般的Ambrosetti-Rabinowitz条件更弱.满

足假设条件(f1),(f2)和(f3)的非线性项f 是存在的,例如f(x,t)=|t|p-2t,其中4≤p<6.

1 预备知识

我们引入一些空间和对应的范数:

H1={u∈L2(R3):|∇u|∈L2(R3)}

‖u‖H1 =∫R3
(|∇u|2+u2)dx( )

1
2

ì

î

í

ï
ï

ïï

D1,2={u∈L2*(R3):|∇u|∈L2(R3)}

‖u‖D1,2 =∫R3
|∇u|2dx( )

1
2

ì

î

í

ï
ï

ïï

Lp 勒贝格空间的范数为

‖u‖p =∫R3
|u|pdx( )

1
p

   ∀p∈ [1,+∞)

我们引入 H1 的子空间E:

E= u∈H1(R3):∫R3
(|∇u|2+V(x)u2)dx<+∞{ }

其范数为

‖u‖=∫R3
(|∇u|2+V(x)u2)dx( )

1
2

令C,Ci 是正常数.
容易得出E 连续嵌入H1,因此s∈ [2,2*]也连续嵌入Ls,从而存在常数Cs >0,使得

‖u‖s ≤Cs‖u‖

  定义F(u,ϕ)为系统(1)对应的能量泛函,即

F(u,ϕ)=
1
2∫R3

(|∇u|2-|∇ϕ|2+[V(x)-(2ω+ϕ)ϕ]u2)dx-∫R3
F(x,u)dx (2)

由于F是强不定的,为了克服这种困难,我们将(2)式转化成只含有一个变量u的等式,这种方法已经在文

献[1]中第一次被用到.通过观察可得F ∈C1(E×D1,2,R),它的临界点就是系统(1)的弱解.
引理1[1] 对于每一个u∈E,存在唯一的ϕ=ϕu,ϕu∈D1,2满足方程Δϕ=(ω+ϕ)u2.并且对于{x:

u(x)≠0},当ω >0时,-ω ≤ϕu ≤0.
通过引理1,我们定义ϕu:E →D1,2,这个映射是C1的,并且对∀u∈E,映射ϕu 是Δϕ=(ω+ϕ)u2

的唯一解.从而有

-Δϕu +u2ϕu =-ωu2

因此系统(1)可以写成以下形式:

-Δu+V(x)u-(2ω+ϕu)ϕuu=f(x,u)   x∈R3 (3)

现在考虑J:E →R,J(u)=F(u,ϕu),它是C1 的.为了研究方程(3)的弱解,我们考虑

J(u)=
1
2∫R3

(|∇u|2+V(x)u2)dx-
1
2∫R3

ωϕuu2dx-∫R3
F(x,u)dx (4)

对 ∀v∈E,有

2 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第39卷



<J'(u),v>=∫R3
(∇u·∇v+V(x)uv)dx-∫R3

(2ω+ϕu)ϕuuvdx-∫R3
f(x,u)vdx (5)

容易得出F 和J 之间的关系:若(u,ϕ)∈E×D1,2,则以下 􀃠 和 􀃡 等价:

􀃠 (u,ϕ)是F 的临界点;

􀃡u 是J 的临界点,并且ϕ=ϕu.
因此,为了得到方程(3)的弱解,我们研究J 的临界点.

2 解的存在性证明

证明解的存在性结果,是通过一系列引理来完成的,首先证明J 满足山路结构.
引理2 泛函J 满足:

􀃠 存在正常数a,ρ,使得当 ‖u‖=ρ 时,J(u)≥a;

􀃡 存在u1 ∈E,使得当 ‖u1‖ >ρ 时,J(u1)<0.
证  由条件(f1)和(f2),对 ∀ε>0,存在Cε >0,使得

F(x,t)≤εt2+Cε|t|p   ∀t∈R
根据引理1和4≤p<6可以得出

J(u)≥
1
2∫R3

(|∇u|2+V(x)u2)dx-ε∫R3
u2dx-Cε∫R3

|u|pdx≥

C1‖u‖2-C2‖u‖p
p

从而存在正常数a,ρ,使得

inf
‖u‖=ρ

J(u)>a

则 􀃠 得证.
根据条件(f1)和(f3),存在C3,C4 >0,使得

F(x,t)≥C3t4-C4t2   ∀t∈R
对 ∀u∈E,t≥0,通过引理1,我们得出

J(tu)=
t2

2∫R3
(|∇u|2+V(x)u2-ωϕtuu2)dx-∫R3

F(x,tu)dx≤

t2

2‖u‖
2+
1
2t

2ω2∫R3
u2dx+C4t2∫R3

u2dx-C3t4∫R3
u4dx

当t→+∞ 时,J(tu)→-∞.从而存在u1 ∈E,u1=tu,当t充分大时,使得

‖u1‖ >ρ   J(u1)<0
则 􀃡 得证.

从而存在一个(PS)c 序列{un}⊂E,使得J(un)→c和J'(un)→0,且

c=inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t))   c≥a

其中

Γ={γ∈C([0,1],E):γ(0)=0,γ(1)=u1}

  引理3 (PS)c 序列{un}在E 中有界.
  证  对于M >0,{un}⊂E,使得:

|J(un)|≤M   -<J'(un),un>≤on(1)‖un‖
则根据(4),(5)式和条件(f3),有

4M +on(1)‖un‖ ≥4J(un)-<J'(un),un>=

∫R3
(|∇un|2+V(x)u2

n)dx+∫R3
ϕ
2
un
u2

ndx+
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∫R3
(f(x,un)un -4F(x,un))dx≥

∫R3
(|∇un|2+V(x)u2

n)dx+∫R3
(f(x,un)un -4F(x,un))dx≥

∫R3
|∇un|2+(V(x)-σ)u2

ndx- 1-
σ
V0

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

(|∇un|2+V(x)u2
n)dx+

1-
σ
V0

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

(|∇un|2+V(x)u2
n)dx≥

1-
σ
V0

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

(|∇un|2+V(x)u2
n)dx≥

C5‖un‖2

所以{un}在E 中有界.从而,存在子列{un},u∈E,使得

un⇀u   x∈E,n→+∞
又因为E ⤿Ls(2≤s<2*)是紧嵌入,则

un →u   x∈Ls,2≤s<2*,n→ ∞
又因为

‖ϕun
‖2D1,2 ≤∫R3

|∇ϕun |
2dx+∫R3

|ϕun
u2

n|dx=-ω∫R3
ϕun

u2
ndx≤

C6ω‖ϕun
‖D1,2‖un‖2

所以{ϕun
}在D1,2 中有界.从而存在子列{ϕun

},ψ ∈D1,2,使得当n→ ∞ 时,ϕun
⇀ψ.根据文献[12]得

ψ=ϕu   ϕun
→ϕu

  类似于文献[2]中引理2.7的证明,我们可得

J'(un)→J'(u)   n→+∞ (6)

类似于文献[9]中引理3.2的证明,我们可证得(PS)c 条件成立.即假设条件(V0),(f1),(f2)和(f3)成立,

{un}⊂E 是J 的有界(PS)c 序列,则un →u(x ∈E,n→ ∞).则由(6)式可得:

J(un)→J(u)=c>0   J'(un)→J'(u)=0
从而u 是方程(3)的非平凡解.

设

W ={u∈E\{0}:J'(u)=0}

接下来,我们证明:存在C >0,使得对 ∀u∈W,都有

‖u‖ ≥C (7)

由条件(f1)和(f2),任给ε>0,存在Cε >0,使得

tf(x,t)≤εt2+Cεtp   ∀t∈R
对 ∀u∈W,得出

<J'(u),u>=∫R3
(|∇u|2+V(x)u2)dx-∫R3

(2ω+ϕu)ϕuu2dx-∫R3
f(x,u)udx=0

根据引理1,可得

0=‖u‖2-∫R3
(2ω+ϕu)ϕuu2dx-∫R3

f(x,u)udx≥

‖u‖2-Cε‖u‖p
p ≥

‖u‖2-C7‖u‖p

因为u≠0,从而存在C >0,使得 ‖u‖ ≥C.
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引理4 假设u0 是方程(3)的基态解,则(u0,ϕu0
)是系统(1)的基态解.

证  设

B={(u,ϕ)∈E×D1,2:(u,ϕ)满足系统(1),(u,ϕ)≠0}

接下来证明:若u0 满足J(u0)=inf
u∈W

J(u),则F(u0,ϕu0
)= inf

(u,ϕ)∈B
F(u,ϕ).

一方面,

F(u0,ϕu0
)≥ inf

(u,ϕ)∈B
F(u,ϕ)

  另一方面,∀(u,ϕ)∈B,由引理1和文献[12]得ϕ=ϕu,则

F(u,ϕ)=F(u,ϕu)=J(u)≥J(u0)=F(u0,ϕu0
)

因此

F(u0,ϕu0
)= inf

(u,ϕ)∈B
F(u,ϕ)

3 定理1的证明

设α=inf
u∈W

J(u).我们得到一个极小化序列{un}⊂W,可以看成(PS)α 序列,使得:

J(un)→α   J'(un)=0
从而存在一个子列(仍然用{un}表示)和u0∈E,使得

un⇀u0   x∈E,n→+∞
根据(6)式和un →u,我们得到:

J(un)→J(u0)=α   J'(un)→J'(u0)=0

  接下来,我们证明α>0和u0 ≠0.

  对于un ∈W,我们得出

<J'(un),un>=∫R3
(|∇un|2+V(x)u2

n)dx-

∫R3
(2ω+ϕun)ϕunu2

ndx-∫R3
f(x,un)undx=0 (8)

由(8)式,我们可得

2ω∫R3
ϕun

u2
ndx=∫R3

(|∇un|2+V(x)u2
n)dx-

∫R3
ϕ
2
un
u2

ndx-∫R3
f(x,un)undx (9)

由(7)式和(9)式,我们得出

J(un)=
1
4‖un‖2+

1
4∫R3

ϕ
2
un
u2

ndx+
1
4∫R3

(f(x,un)un -4F(x,un))dx≥

1
4‖un‖2 ≥

1
4C >0

从而α>0.所以我们得出u0 ≠0,因此u0∈W,故u0 是方程(3)的基态解.根据引理4,(u0,ϕu0
)是系

统(1)的基态解.所以定理1得证.
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Abstract:Inthisarticle,westudyaclassofthenonlinearKlein-Gordon-Maxwellsystemwithpotential

functionV.Withthevariationalmethod,theexistenceofitsgroundstatesolutionsisobtained.
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