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多值α g ψ 逼近压缩映象在b 矩度量
空间中的最佳逼近点定理①

令狐云龙

重庆广播电视大学 经贸学院 财经系,重庆402160

摘要:在b 矩度量空间中引进了多值α g ψ逼近压缩映象,并证明了该映象在b 矩度量空间中最佳逼近点的存在

性.该结果推广和改进了近期的相关结果.
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2012年,Samet等介绍了α ψ压缩映象,并证明了该映象在完备度量空间中的不动点定理.随后,文献

[1-3]研究了广义的单值和多值α ψ压缩映象,并得到了一些不动点定理.2013年,文献[4]定义了α ψ
逼近压缩映象,并证明了一些最佳逼近点定理.文献[5-6]介绍了多值α ψ逼近压缩映象,并证明了该映

象在某些度量空间中的最佳逼近点定理.
度量空间已在许多研究中被推广.1906年,文献[7]给出了度量空间的定义后,文献[8]提到了b 度量

空间的定义,并证明了该空间的最佳逼近点定理.2000年,文献[9]用四角不等式代替三角不等式,定义了

广义(矩)度量空间.2015年,文献[10-11]给出了b 矩度量空间的定义,并证明了该空间的一些公共不动

点定理.
本文将文献[5]中的多值α ψ逼近压缩映象推广为多值α g ψ逼近压缩映象,并引入到文献[10]的

b 矩度量空间中,证明了该映象在此空间中的最佳逼近点的存在性.

1 预备知识

定义1[10] 设X 是一非空集合,s≥1为常实数,映射d:X×X →[0,∞),若对于任意的x,y∈
X,不同的u,v∈X\{x,y},满足:

􀃠d(x,y)=0当且仅当x=y;

􀃢d(y,x)=d(x,y);

􀃤d(x,y)≤s[d(x,u)+d(u,v)+d(v,y)].
则称d 是X 的b 矩度量,称(X,d)是带有常数s的b 矩度量空间.

设(X,d)是度量空间,A,B ⊂X.本文记:

dist(A,B)=inf{d(a,b):a∈A,b∈B}

D(x,B)=inf{d(x,b):b∈B}

A0={a∈A:对于某个b∈B,d(a,b)=dist(A,B)}
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B0={b∈B:对于某个a∈A,d(a,b)=dist(A,B)}

2X\Ø 为X 的所有非空子集,CL(X)为X 的所有非空闭子集,K(X)为X 的所有非空紧子集.对于任意的

A,B ⊂CL(X),令

H(A,B)=
max{sup

x∈A
d(x,B),sup

y∈B
d(y,A)} 若最大值存在

0 否则{
映象 H 称为由d 诱导的广义Hausdorff度量[5].

定义2[5] 设多值映象T:A →2B\Ø,若存在x* ∈A0,使得D(x*,Tx*)=dist(A,B),则称x*

为T 的最佳逼近点.显然,当A=B 时,最佳逼近点即为T 的不动点[3].
定义3 本文用Ψ 表示所有满足以下条件的映射ψ:[0,∞) →[0,∞)的集合:
(a)ψ 单调非减;

(b)对于任意的t>0和某常数s>1,∑
∞

n=1
snψn(t)< ∞.

定义4[5] 设(A,B)是度量空间(X,d)的一对非空子集,且A0≠Ø.对于任意的x1,x2∈A 和y1,

y2 ∈B,

d(x1,y1)=dist(A,B)

d(x2,y2)=dist(A,B){
可推出

d(x1,x2)≤d(y1,y2)
则称(A,B)具有弱P 性质.

定义5 设A,B 是度量空间(X,d)的非空子集,非自映象T:A →2B\Ø,自映象g:A →A,

α:A×A →[0,∞),对于x1,x2,u1,u2 ∈A 以及y1 ∈T(gx1),y2 ∈T(gx2),

α(gx1,gx2)≥1
d(gu1,y1)=dist(A,B)

d(gu2,y2)=dist(A,B)

ì

î

í

ï
ï

ïï

可推出

α(gu1,gu2)≥1
则称映象T 是α g 逼近相容的.

定义6 设A,B 是度量空间(X,d)的非空子集,非自映象T:A →CL(B),自映象g:A →A,

α:A×A →[0,∞).若对于任意的x,y∈A,有

α(gx,gy)H(Tgx,Tgy)≤ψ(d(gx,gy))
则称映象T 是α g ψ 逼近压缩的.

定义7[5] 设{xn}⊆A,若对于任意的n,α(xn,xn+1)≥1且lim
n→∞

xn =x,存在子序列{xnk
}⊆{xn},

使得对于任意的k,α(xnk
,x)≥1成立,则称A 具有(C)性质.

引理1[12] 设(X,d)是度量空间,B∈CL(X),那么对于x∈X 且D(x,B)>0,存在恰当的q>1
以及b∈B,使得

d(x,b)<qD(x,B)

2 主要结果

定理1 设A,B 是完备b 矩度量空间(X,d)的非空闭子集,α:A×A →[0,∞),ψ∈Ψ 是严格

递增的.非自映象T:A →CL(B)和自映象g:A →A,满足以下条件:

􀃠T(A0)⊂B0,A0 ⊂g(A),(A,B)具有弱P 性质;

􀃡 映象T 是α g 逼近相容的;

􀃢 存在x0,x1,x2 ∈A0 和y1 ∈T(gx0),y2 ∈T(gx1),使得:
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d(gx1,y1)=dist(A,B) α(gxo,gx1)≥1
d(gx2,y2)=dist(A,B) α(gx1,gx2)≥1,α(gxo,gx2)≥1{

  􀃣 映象T 是连续α g ψ 逼近压缩的;

  􀃤 对于常数q',q″>1,B∈CL(X)以及x,y∈X 且D(x,B)>0,D(y,B)>0,存在b∈B,使

得:

d(x,b)<q'D(x,B)   d(y,b)<q″D(x,B)
则存在x* ∈A0,使得D(gx*,Tgx*)=dist(A,B).

证  首先,由条件 􀃢,可知存在x0,x1 ∈A0 和y1 ∈T(gx0),使得

d(gx1,y1)=dist(A,B)   α(gxo,gx1)≥1 (1)
假设y1 ∉T(gx1),否则x1 即为最佳逼近点.因为T 是α g ψ 逼近压缩的,所以

0<D(y1,T(gx1))≤H(T(gx0),T(gx1))≤
α(gxo,gx1)H(T(gx0),T(gx1))≤

ψ(d(gx0,gx1)) (2)
对于y2 ∈T(gx1),由引理1,存在某个q>1,使得

0<d(y1,y2)≤qD(y1,T(gx1)) (3)
由(2)和(3)式,可得

0<d(y1,y2)≤qD(y1,T(gx1))≤qψ(d(gx0,gx1)) (4)

  其次,由条件 􀃢,可知存在x2 ∈A0,使得

d(y2,gx2)=dist(A,B) (5)
由(1),(5)和(4)式,以及(A,B)具有弱P 性质,可得

d(gx1,gx2)<d(y1,y2)≤qψ(d(gx0,gx1)) (6)
由于ψ∈Ψ 是严格递增的,所以

ψ(d(gx1,gx2))<ψ(qψ(d(gx0,gx1)))
记

q'
1=ψ(qψ(d(gx0,gx1)))/ψ(d(gx1,gx2)) (7)

由条件 􀃢,可得

d(y2,gx2)=dist(A,B)   α(gx1,gx2)≥1,α(gxo,gx2)≥1 (8)

  重复上述步骤.一方面,假设y1,y2 ∉T(gx2),由T 是α g ψ 逼近压缩的,所以

0<D(y2,T(gx2))≤H(T(gx1),T(gx2))≤
α(gx1,gx2)H(T(gx1),T(gx2))≤

ψ(d(gx1,gx2)) (9)
和

0<D(y1,T(gx2))≤H(T(gx0),T(gx2))≤
α(gx0,gx2)H(T(gx0),T(gx2))≤

ψ(d(gx0,gx2)) (10)
成立.对于y1,y2 ∉T(gx2)以及q'

1,q>1,由条件 􀃤,存在y3 ∈T(gx2)和q1,使得:

0<d(y2,y3)≤q'
1D(y2,T(gx2))

0<d(y1,y3)≤qD(y1,T(gx2)){ (11)

由(9),(10)和(11)式,可得

0<d(y2,y3)≤q'
1D(y2,T(gx2))≤q'

1ψ(d(gx1,gx2))=ψ(qψ(d(gx0,gx1)))

0<d(y1,y3)≤qD(y1,T(gx2))≤qψ(d(gx0,gx2)){ (12)

  另一方面,因为y3 ∈T(gx2)⊆B0 且A0 ⊂g(A),所以存在x3 ≠x2 且gx3 ∈A0,使得

d(y3,gx3)=dist(A,B) (13)
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由(1),(8),(13)和(12)式,以及(A,B)具有弱P 性质,可得:

d(gx2,gx3)<d(y2,y3)≤ψ(qψ(d(gx0,gx1)))

d(gx1,gx3)<d(y1,y3)≤qψ(d(gx0,gx2)){ (14)

由ψ 是严格递增的,可得

ψ(d(gx2,gx3))≤ψ2(qψ(d(x0,gx1)))

ψ(d(gx1,gx3))≤ψ(qψ(d(x0,gx2)))
因此,记:

q'
2=ψ2(qψ(d(gx0,gx1)))/ψ(d(gx2,gx3))>1

q″
1=ψ(qψ(d(gx0,gx2)))/ψ(d(gx1,gx3))>1{ (15)

由(1),(8)和(13)式,以及T 是α g 逼近相容的,可得

d(y3,gx3)=dist(A,B)   α(gx2,gx3)≥1,α(gx1,gx3)≥1 (16)

  依次重复下去,可得序列{gxn}⊆A0 和{yn}⊆B0,其中yn ∈T(gxn-1),使得:

d(yn+1,gxn+1)=dist(A,B)   α(gxn,gxn+1)≥1,α(gxn-1,gxn+1)≥1 (17)

d(yn+1,yn+2)<ψn(qψ(d(gx0,gx1)))

d(yn,yn+2)<ψn-1(qψ(d(gx0,gx2))){ (18)

成立.因为yn+2 ∈T(gxn+1)⊆B0 且A0 ⊂g(A),所以存在xn+2 ≠xn+1 且gxn+2 ∈A0,使得

d(yn+2,gxn+2)=dist(A,B) (19)
由(17),(19)和(18)式,以及(A,B)具有弱P 性质,可得:

d(gxn+1,gxn+2)<d(yn+1,yn+2)≤ψn(qψ(d(gx0,gx1)))

d(gxn,gxn+2)<d(yn,yn+2)≤ψn-1(qψ(d(gx0,gx2))){ (20)

  下一步,证明序列{gxn}⊆A0 和{yn}⊆B0 为柯西列.对于d(yn,yn+p),分为p=2m+1,p=2m
两种情况证明

lim
n→∞

d(yn,yn+p)=0

  当p=2m+1时,由b 矩度量空间的定义以及(18)式,有

d(yn,yn+2m+1)<s[d(yn,yn+1)+d(yn+1,yn+2)+d(yn+2,yn+2m+1)]<
sd(yn,yn+1)+sd(yn+1,yn+2)+
s2[d(yn+2,yn+3)+d(yn+3,yn+4)+d(yn+4,yn+2m+1)]<
sd(yn,yn+1)+sd(yn+1,yn+2)+s2d(yn+2,yn+3)+…+
sm[d(yn+2m-2,yn+2m-1)+d(yn+2m-1,yn+2m)+d(yn+2m,yn+2m+1)]=

∑
m

i=1
si[d(yn+2i-2,yn+2i-1)+d(yn+2i-1,yn+2i)]+smd(yn+2m,yn+2m+1)<

∑
m

i=1
siψn+2i-3(qψ(d(gx0,gx1)))+∑

m

i=1
siψn+i-2(qψ(d(gx0,gx1)))+

smψn+2m-1(qψ(d(gx0,gx1))) (21)

  当p=2m 时,可得

d(yn,yn+2m+1)<s[d(yn,yn+1)+d(yn+1,yn+2)+d(yn+2,yn+2m)]<
sd(yn,yn+1)+sd(yn+1,yn+2)+
s2[d(yn+2,yn+3)+d(yn+3,yn+4)+d(yn+4,yn+2m)]<
sd(yn,yn+1)+sd(yn+1,yn+2)+s2d(yn+2,yn+3)+…+
sm-1[d(yn+2m-4,yn+2m-3)+d(yn+2m-3,yn+2m-2)+d(yn+2m-2,yn+2m)]=

∑
m-1

i=1
si[d(yn+2i-2,yn+2i-1)+d(yn+2i-1,yn+2i)]+sm-1d(yn+2m-2,yn+2m)<
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∑
m-1

i=1
siψn+2i-3(qψ(d(gx0,gx1)))+∑

m-1

i=1
siψn+i-2(qψ(d(gx0,gx1)))+

sm-1ψn+2m-3(qψ(d(gx0,gx2))) (22)

由ψ∈Ψ 以及∑
∞

n=1
snψn(t)< ∞,可得

lim
n→∞∑

m

i=1
siψn+2i-3(qψ(d(gx0,gx1)))<lim

n→∞∑
m

i=1
sn+2i-3ψn+2i-3(qψ(d(gx0,gx1)))=0 (23)

因此,由(21),(22)和(23)式可得,在p=2m+1,p=2m 两种情况下,均有lim
n→∞

d(yn,yn+p)=0成立.

综上所述,{yn}⊆B0为柯西列.由(20)式,易知{gxn}⊆A0也是柯西列.因为A,B 是完备b 矩度量

空间(X,d)的闭子集,所以存在x' ∈A 和y* ∈B,使得:

lim
n→∞

gxn =x'   lim
n→∞

yn =y*

在(19)式中,令n→ ∞,可得

d(y*,x')=dist(A,B)
所以x' ∈A0,再由A0⊂g(A),所以存在x* ∈A,使得gx* =x'.这说明存在x'x* ∈A,y* ∈B,
使得:

lim
n→∞

gxn =gx* =x'   lim
n→∞

yn =y*

且

d(y*,x')=d(y*,gx*)=dist(A,B)
由条件 􀃣 中T 是连续的和yn ∈T(gxn-1),可得y* ∈T(gx*).故

dist(A,B)≤D(gx*,T(gx*))≤d(gx*,y*)=dist(A,B)
所以

D(gx*,T(gx*))=dist(A,B)
即映象T 存在最佳逼近点.

定理2 设A,B 是完备b 矩度量空间(X,d)的非空闭子集,α:A×A →[0,∞),ψ∈Ψ 是严格

递增的.非自映象T:A →CL(B)和自映象g:A →A,满足以下条件:

􀃠T(A0)⊂B0,A0 ⊂g(A),(A,B)具有弱P 性质;

􀃡 映象T 是α g 逼近相容的;

􀃢 存在x0,x1,x2 ∈A0 和y1 ∈T(gx0),y2 ∈T(gx1),使得

d(gx1,y1)=dist(A,B) α(gxo,gx1)≥1
d(gx2,y2)=dist(A,B) α(gx1,gx2)≥1,α(gxo,gx2)≥1{

  􀃣A 具有(C)性质且映象T 是α g ψ 逼近压缩的;

  􀃤 对于常数q',q″ >1,B∈CL(X)以及x,y∈X 且D(x,B)>0,D(y,B)>0,存在b∈B,
使得:

d(x,b)<q'D(x,B)   d(y,b)<q″D(x,B)
则存在x* ∈A0,使得

D(gx*,Tgx*)=dist(A,B)

  证  同定理1,可证得存在x',x* ∈A,y* ∈B,使得:

lim
n→∞

gxn =gx* =x'   lim
n→∞

yn =y*

且

d(y*,x')=d(y*,gx*)=dist(A,B)
由条件 􀃣 中的性质(C),存在子列{gxnk

}⊆ {gxn},使得对于任意的k,α(gxnk
,gx*)≥1成立.由于T

是α g ψ 逼近压缩的,则对任意的k,有

H(T(gxnk
),Tgx*)≤α(gxnk

,gx*)H(T(gxnk
),Tgx*)≤
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ψ(d(gxnk
,gx*)) (24)

在(24)式中,令n→ ∞,可得

lim
n→∞

T(gxnk
)=T(gx*)

由度量d 的连续性,可得

d(gx*,y*)=lim
k→∞

d(gxnk
,ynk

)=dist(A,B) (25)

因为

ynk+1 ∈T(gxnk
)

且:

lim
k→∞

ynk =y*   lim
k→∞

T(gxnk
)=Tgx*

所以y* ∈Tgx*,故

dist(A,B)≤D(gx*,T(gx*))≤d(gx*,y*)=dist(A,B)
所以

D(gx*,T(gx*))=dist(A,B)
即映象T 存在最佳逼近点.

推论1 设A,B 是完备b 矩度量空间(X,d)的非空闭子集,α:A×A →[0,∞),ψ∈Ψ 是严格

递增的.非自映象T:A →B 和自映象g:A →A,满足以下条件:

􀃠T(A0)⊂B0,A0 ⊂g(A),(A,B)具有弱P 性质;

􀃡 映象T 是α g 逼近相容的;

􀃢 存在x0,x1,x2 ∈A0 和y1=T(gx0),y2=T(gx1),使得:

d(gx1,y1)=dist(A,B) α(gxo,gx1)≥1
d(gx2,y2)=dist(A,B) α(gx1,gx2)≥1,α(gxo,gx2)≥1{

  􀃣 映象T 是连续α g ψ 逼近压缩的.
则存在x* ∈A0,使得

d(gx*,Tgx*)=dist(A,B)

  推论2 设A,B 是完备b 矩度量空间(X,d)的非空闭子集,α:A×A →[0,∞),ψ∈Ψ 是严格

递增的.非自映象T:A →B 和自映象g:A →A,满足以下条件:

􀃠T(A0)⊂B0,A0 ⊂g(A),(A,B)具有弱P 性质;

􀃡 映象T 是α g 逼近相容的;

􀃢 存在x0,x1,x2 ∈A0 和y1=T(gx0),y2=T(gx1),使得:

d(gx1,y1)=dist(A,B) α(gxo,gx1)≥1
d(gx2,y2)=dist(A,B) α(gx1,gx2)≥1,α(gxo,gx2)≥1{

  􀃣A 具有(C)性质且映象T 是α g ψ 逼近压缩的.
则存在x* ∈A0,使得

d(gx*,Tgx*)=dist(A,B)
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BestProximityPointTheoremsforα g ψ-Proximity
ContractiveMultimapsinb-RectangularMetricSpaces

LINGHUYun-long
DepartmentofFinanceandEconomics,CollegeofEconomicsandTrade,

ChongqingTVandRadioUniversity,Chongqing402160,China

Abstract:Inthispaper,weintroducethenotionofα g ψproximitycontractivemultimapsandobtain
somebestproximitypointtheoremsforitinb-rectangularmetricspaces.Theseresultsimproveandextend
somerelatedresultsthathavebeenpublishedrecently.
Keywords:b-rectangularmetricspace;α g ψproximitycontractivemultimap;bestproximitypoint
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