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分数阶RLα-Cβ 并联谐振①
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摘要:分析了分数阶RLα-Cβ 并联谐振的基本特性.推导出谐振频率、品质因数、导纳和阻抗、相位及支路电流的

表达式并进行了简化处理.对相频特性、阻抗模幅频特性及支路电流幅频特性进行了仿真分析,得到一些基本结

论.采用电感和电容的等效分数阶电路模型,设计了实现该系统的仿真电路,Multisim仿真结果验证了理论分析的

正确性.
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分数阶微积分与整数阶微积分几乎同时产生,但因其复杂性、实际应用背景缺乏等原因而发展缓慢,

直到 Mandelbort[1]指出在自然界及诸多技术领域中存在大量分维数的事实,才逐步引起关注.由于分数阶

微积分积累了函数在一定范围内的整体信息,具有良好的“记忆”和“遗传”特性,所建系统的数学模型能更

准确地反映其物理本质,所以近年来在诸多领域有很好应用,由分数阶电感和电容构成的网络的研究就是

其中之一,研究十分活跃[2-15].

LC 并联谐振应用十分广泛,是由电感和电容并联实现,因实际电感有电阻,便构成RL-C 并联谐

振.本文将其推广到分数阶,对分数阶RLα-Cβ 并联谐振的特性和规律进行了较为系统研究和总结,得

到谐振态相关量的简易表达式;还对谐振前后状态全貌进行了仿真分析,发现了一些奇特现象,如对奇

数附近阶次具有高度敏感性、每跨越一个整数阶电路感性和容性出现调换现象、在部分阶次范围电路感

性和容性发生突变等特性.同时建立基于分数阶电感和电容的仿真电路,进行 Multisim仿真,对理论分

析进行了验证.

1 谐振态特性

1.1 谐振频率

RLα -Cβ 并联电路如图1所示.图中R、Lα、Cβ 为电路元件,α、β分别为电感、电容的分数阶数,其值

为:n-1<α<n、m-1<β<m,n、m 为整数.
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在频率为ω 的正弦交流电源作用下,图1所示电路导纳为
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图1 RLα -Cβ 并联电路示意图

当(1)式虚部为零时,电路发生谐振.

取α=β,且当CR2

L ≪1,可得谐振频率

ω0 ≈
1
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当α=1时(即整数阶),ω0≈
1
LC
,这与整数阶RL-C 并联谐振频

率相吻合.

1.2 品质因数

由(1)式可得品质因数
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当CR2

L ≪1时,上式可简化为

Q ≈
sinαπ
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当α=1,则Q ≈
L

CR2
,这正是整数阶RL-C 并联谐振在近似处理后的品质因数.

1.3 谐振态导纳、阻抗

图1所示电路发生谐振时,可得导纳
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当CR2

L ≪1时,上式可简化为

Y0(jω0,α,α)≈
CR
L +2

C
Lcos

απ
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由(6)式,当α=1,Y0(jω0,α,α)≈
CR
L
,这正是整数阶RL-C 并联在谐振态的电导.
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由(6)式及(4)式,可得谐振态导纳与品质因数关系
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由(7)式可得谐振态阻抗与品质因数的关系
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1.4 谐振态支路电流

图1所示电路在有效值为IS 的正弦交流电流源作用下发生谐振,RLα 支路阻抗模为

Z0RL(jω0,α,α)≈
L
C

(9)

RLα 支路电流为
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同理可得C 支路电流
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由(10),(11)式可得
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(12)式可作为该谐振品质因数的定义式.当α=1时,I0RL
IS

≈
I0C
IS
≈Q,与整数阶RL-C 并联谐振所得结

果相吻合.

2 相频特性

由(1)式可得相位表达式
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取α=β,η=
ω
ω0
,并作适当变换可得

φ(Y(jω,α,α))≈tan-1
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由(14)式,取 CR2

L =0.001,不同阶次范围内相频特性如图2所示.

由图2可知,在η=1,φ(Y(jω,α,α))≈0,各图中α分别为0.9、1.1时,阶次越靠近奇数,偏离
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谐振态时电路感性(或容性)越强,各图中α 分别为0.1、1.9时,越靠近偶数,偏离谐振态时电路感性

(或容性)越弱.仿真还发现,每跨越一个整数阶次,偏离谐振态电路的感性和容性就发生调换;在一些

阶次范围内会出现感性和容性突变情况,如图2(b)所示.通过对其他阶次范围相频特性的研究发现也有

上述类似特征.

图2 不同阶次范围相频特性

3 阻抗模幅频特性

由(1)式可得电路导纳模
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取α=β,η=
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ω0
,则上式变为
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阻抗模为
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由(17)式,当α、R、CR
2

L
确定时,可作如下推断:

1)当η→0,Zjω,α,α( ) ≈R,电容支路相当于开路,电感、电阻支路中电感相当于短路;

2)当η→ ∞,Zjω,α,α( ) →0,电感、电阻支路相当于开路,电容支路相当于短路;

3)当η=1,可得谐振态导纳模近似表达式
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由(17)式,取 CR2

L =0.001,阻抗模幅频特性如图3所示.

图3 不同阶次范围阻抗模幅频特性

峰值出现在η≈1处,阶次越靠近奇数,峰值越大,如各图中α分别为0.9、1.1处峰值为最大;越靠近

偶数,峰值越小,甚至不出现峰值,如各图中α分别为0.1、1.9处,其他阶次范围也有类似特征.峰值随阶

次α 的变化情况可由(18)式进行解释.

4 支路电流幅频特性

图1所示电路在正弦交流电流源(有效值为IS,频率为ω)作用下RL 支路阻抗为
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取η=
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,整理上式得:
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由IRL=
IS Zjω,α,α( )

ZRLjω,α,α( )
(|Z(jω,α,α)|为电路总阻抗模)可得:
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同理可得关于C 支路电流
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由(21)、(22)式,在α、CR
2

L
确定时,可作如下推断:

1)当η→0时,IRL

IS
→1,

IC

IS
→0,图1中电容支路相当于开路,电感、电阻支路中电感相当于

短路;
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2)当η→ ∞ 时,IRL

IS
→0,

IC

IS
→1,图1中电容支路相当于短路,电感、电阻支路中电感相当于

开路;

由(21)、(22)式,取 CR2

L =0.001,α=0.1→0.9,步长为0.1,幅频特性如图4所示.

图4 支路电流幅频特性

两支路电流的峰值均出现在η≈1处,并且在同一阶次下,两支路峰值电流大致相等.阶次越靠近奇

数,峰值越大,越靠近偶数,峰值越小,甚至不出现峰值,在其他阶次范围也有类似特征.

5 电路仿真实验

如图1所示电路,电源选择1mA的正弦交流电流源,取R=0.001Ω,Lα =3mH,Cβ =100μF,α=β
=0.8,其分数阶电感和分数阶电容的等效电路模型如图5所示[9].通过Multisim软件仿真出的支路电流幅

频特性如图6所示.将图6与图4中α=0.8对应的曲线相对比,基本一致,由图6所对应的谐振频率与(2)

式所求结果对比也基本吻合,从而验证理论分析的正确性.

图5 分数阶电感、电容模型
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图6 仿真实验支路电流幅频特性

6 结  论

通过对分数阶RLα -Cβ 并联谐振的研究,得到了该谐振的谐振频率、品质因数、谐振态导纳与阻抗及

支路电流简易表达式,分数阶谐振更具有普遍意义,整数阶谐振只是分数阶谐振的特例,提出了一种定义

该分数阶谐振品质因数方法.通过对相频特性、阻抗模及支路电流的幅频特性仿真分析发现,当电路参数

不变,对分数阶次具有高度敏感性,特别是在偶数和奇数附近阶次有很大差异.电路偏离谐振态的感性或

容性首先取决于分数阶次所处的范围,在同一范围内,感性或容性强与弱,又取决于分数阶接近奇数的程

度.还发现了一些奇特现象,如电路感性和容性会发生突变,以及每跨越一个整数阶,出现感性和容性交替

变化等情况,并对这些现象进行了理论分析.还通过建立分数阶电感和电容电路模型的仿真,验证了理论

分析的可靠性.所得到的一系列结论,将为进一步深入研究及推进分数阶RLα -Cβ 并联谐振的工业应用奠

定了理论基础.
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Fractional-OrderRLα-CβParallelResonance

WANGTing-jiang
DepartmentofBasicScience,RongchangCampus,SouthwestUniversity,Rongchang,Chongqing402460,China

Abstract:ByanalyzingthebasiccharacteristicsofthefractionalorderRLα-Cβparallelresonance,thispa-

perdeducesandsimplifiestheexpressionsofresonantfrequency,qualityfactor,andadmittanceandim-

pedance,phaseandbranchcurrent.Somebasicconclusionsarederivedfromasimulationanalysisofthe

phasefrequencycharacteristics,theamplitudefrequencycharacteristicsofimpedance,andtheamplitude

frequencycharacteristicsofbranchcurrent.Onthebasisoftheequivalentfractionalordermodelofinduct-

anceandcapacitance,arealizingcircuitisdesignedforthesystem.Multisimsimulationresultshaveveri-

fiedthecorrectnessofthetheoreticalanalysis.

Keywords:fractional-order;parallelresonance;qualityfactor;phase-frequencycharacteristic;amplitude-

frequencycharacteristic
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