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摘要:通过脉冲控制和自适应脉冲同步的相关知识,研究了一类带有风险评估的金融系统模型.利用非线性脉冲动

力系统的比较原则与不变原理,得到了使系统分别在脉冲控制和自适应脉冲控制下达到同步稳定的充分条件,并

且估计出达到同步稳定时的最大脉冲控制区间.最后,通过数值模拟证明了该方法的有效性.
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本文的金融系统模型是CaetanoMAL在2011年基于化学反应提出的一类新型模型,已被证明充分

吻合实际数据.之前已有很多作者研究过此类金融系统[1-3],但本文所研究的金融系统的风险评估模型的

具体动力行为还未曾被研究过.
研究系统的同步和稳定有很多方法,比如自适应控制[4]、模糊控制[5]、脉冲控制[6]、误差反馈控制[7]

等等.由于脉冲控制的不连续性质可以有效节约能量,最近已有很多研究人员将其与其它同步方法结合起

来研究系统同步,例如:把自适应控制和脉冲控制结合起来,称为自适应脉冲控制[8];把模糊控制与脉冲

控制结合起来,称为模糊脉冲控制[9]等等.
本文先研究用脉冲控制来使系统达到同步,再研究用自适应脉冲控制的方法使得系统达到同步稳定,

并给出两种方法的利弊,最后给出数值模拟验证本文同步方法的有效性.

1 基础知识

通常把一个固定时刻的脉冲微分方程描述为

dx
dt=f(t,x(t)) t≠τk,k=1,2,…

Δx(t)=x(t+)-x(t)=U(k,x) t=τk,k=1,2,…

x(t+
0)=x0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(1)

其中:x∈Rn 在t=τk 处左连续;离散集合{τk}为脉冲时刻,并且满足0<τ1<τ2<…<τk<τk+1<…,

τk → ∞,k→ ∞ 时,函数f:R+×Rn →Rn 是连续的.
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定义1 函数V:R+×Rn →R+ 称为属于V0 的,如果满足

V 在区间(τk-1,τk]×Rn 上连续,且对每一个x ∈Rn,都有极限

lim
(t,y)→(τ+k,x)

V(t,y)=V(τ+
k,x)

存在,其中k=1,2,….
V 关于x 是局部Lipschitz连续的.
定义2 对于(t,x)∈ (τk-1,τk)×Rn,定义V ∈V0 上的右上Dini导数为

D+V(t,x)=limsup
h→0

1
h
[V(t+h,x+hf(t,x))-V(t,x)] (2)

  定义3 称函数α∈κ,如果α∈ [R+,R+],α(0)=0且α(x)关于x 严格单调递增.
  引理1[10] 若满足以下3个条件:

V:R+×Sρ →R+,ρ>0,V ∈V0,D+V(t,x)≤g(t,V(t,x))且t≠τk;

 存在一个ρ0 >0使得x ∈Sρ0
,且对所有k,有x+U(k,0)∈Sρ0

,并且

V(t,x+U(k,x))≤ϕk(V(t,x)),t=τk,x∈Sρ0

  α(‖x‖)≤V(t,x)≤β(‖x‖),其中:(t,x)∈R+×ρ;α,β∈κ.
则若比较系统(4)的平凡解有稳定性,那么其相应系统(1)的平凡解也具有稳定性.

引理2[11] 若g(t,ω)=λ
·
(t)ω,λ∈C1[R1,R1],ϕk(ω)=dkω,且对所有k有ω≥0,则系统(1)的

原点是渐近稳定的,如果满足V(0)=0,V(x)>0,x ≠0,进一步,若集合

P={x∈Dc:x∉φ,V'fc(x)=0}∪ {x∈Dc:x∈φ,V(x+fd(x))=V(x)} (3)
除了{0}以外没有其他的不变集,且满足

V'fc(x)≤0 x∈Dc,x∉φ
V(x+fd(x))-V(x)≤0 x∈Dc,x∈φ

(4)

则该非线性脉冲动力系统的零解x(t)≡0是渐近稳定的,Dc 是该系统吸引域中的一个子集.

2 系统模型描述

本文所讨论的金融模型是在可逆的化学反应的基础上构造出来的.最初的化学反应方程为y1+y2⇔y3+
H,其中y1,y2,y3 代表3种化学物质,H 代表水.

基于此简单的化学反应,y3 浓度的改变可以通过如下微分方程来描述

dy3

dt =k1y1y2-k2H

其中k1,k2 分别代表正向反应和逆向反应的变化率系数.由此推出本文所用到的模型为:

dy1

dt =a1(-a2y1+a3y3)

dy2

dt =a1(-a4y2+a5y3)

dy3

dt =a6y1y2-a3y2+a1a2y1+a1a4y2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
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ï
ï

(5)

其中a1,a2,a3,a4,a5,a6 为常数.通过对比股票市场我们可以建立联系,例如变量y1 代表Hangseng指数

(HSI),y2 代表DowJones指数,y3 代表Ibovespa(Brazilian股票市场指数).这时HSI和DowJones指数

通过项a6y1y2 影响Ibovesopa指数,使得Brazilian指数以变化率a6 升高,另一方面如果DowJones指数

降低价值则会通过项a3y2 降低Ibovesopa指数,而那些从Brazilian流出的投资,则分别通过项a3y3 和

a5y3 使得HSI和DowJones指数增加.项a1a2y1+a1a4y2 代表从HSI和DowJones指数流出的资产进入

Brazilian股票市场.
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当系数a1=0.44,a2=12.31,a3=0.52,a4=0.53,a5=12.92,a6=2.34时,系统(5)为混沌系统

(图2).从而由混沌性质可知系统(5)的状态变量都是有界的.

3 金融系统的脉冲同步

方程(5)为驱动系统,则其在脉冲控制下的响应系统为

dz1
dt =a1(-a2z1+a3z3) t≠τk

dz2
dt =a1(-a4z2+a5z3) t≠τk

dz3
dt =a6z1z2-a3z2+a1a2z1+a1a4z2 t≠τk

Δzi=z(t+)-z(t)=Bikei t=τk

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
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(6)

其中:z∈R3 在t=τk 处左连续且τk 满足0<τ1 <τ2< … <τk <τk+1< …,τk → ∞,k→ ∞;Bk =
diag(B1k,B2k,B3k)是脉冲控制常数矩阵;Bik(i=1,2,3)是脉冲控制;e=(e1,e2,e3)T=(z1-y1,z2-
y2,z3-y3)T 是同步误差.

由系统(5),(6)式可得同步误差系统:

de1
dt =a1(-a2e1+a3e3) t≠τk

de2
dt =a1(-a4e2+a5e3) t≠τk

de3
dt =a6e1e2-a3e2+a1a2e1+a1a4e2 t≠τk

Δei=Bikei t=τk,k=1,2,…,i=1,2,3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(7)

下面找到关于脉冲控制Bik 和脉冲区间(τk-1,τk)的一些充分条件使得脉冲控制响应系统(6)和驱动系统

(5)对任意初值是全局渐近同步的.
定理1 令λ2 为(I+Bk)T(I+Bk)的最大特征值,脉冲控制矩阵Bk =diag(B1k,B2k,B3k)且(I+

Bk)T(I+Bk)的谱半径ρ≤1,若满足条件

M =max{|a1a3+a1a2+a6y2|,|a1a5+a1a4-a3+a6z1|}

λ1=2max{
M
2-a1a2,

M
2-a1a4,M}

则系统(6)和系统(5)同步.

证  令V(e)=
1
2e

Te,当t≠τk 时,

V
·
(e)=e1e

·
1+e2e

·
2+e3e

·
3=

e1a1(-a2e1+a3e3)+e2a1(-a4e2+a5e3)+e3(a6z1z2-a6y1y2+(a1a4-a3)e2+a1a2e1)=

-a1a2e21-a1a4e22+(a1a3+a1a2)e1e3+(a1a5+a1a4-a3)e2e3+a6z1z2e3-a6y1y2e3=

-a1a2e21-a1a4e22+(a1a3+a1a2)e1e3+(a1a5+a1a4-a3)e2e3+a6z1z2e3-a6y1y2e3-
a6z1y2e3+a6z1y2e3=

-a1a2e21-a1a4e22+(a1a3+a1a2)e1e3+(a1a5+a1a4-a3)e2e3+a6z1e2e3+a6y2e1e3 ≤

-a1a2e21-a1a4e22+|a1a3+a1a2+a6y2||e1||e3|+|a1a5+a1a4-a3+a6||e2||e3|≤

-a1a2e21-a1a4e22+M(|e1||e3|+|e2||e3|)≤

-a1a2+
M
2

æ

è
ç

ö

ø
÷e21+ -a1a4+

M
2

æ

è
ç

ö

ø
÷e22+Me23 ≤λ1V(e)

3第5期        李 东,等:一类新型金融系统风险评估模型的同步控制



因此满足引理1中的条件  且g(t,ω)=λ1ω.
接着再考虑当t=τk 时的情况,因为I+Bk 是对称的,由欧几里得范数可知ρ(I+Bk)=‖I+Bk‖,

则对任意ρ0 >0使得x ∈Sρ0
,有

‖x+U(k,x)‖ ≤ ‖I+Bk‖‖x‖=ρ(I+Bk)‖x‖
则

V(e)=
1
2e

T(I+Bk)T(I+Bk)e≤λ2V(e)

从而满足引理1中的条件 ,且ϕk(ω)=λ2ω,显然,引理1的条件  也满足.因此,比较系统可写为

ω
·
=λ1ω t≠τk,k=1,2,…

ω(τ+
k)=λ2ω(τk) t=τk,k=1,2,…

ω(t0)=ω0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

  由引理2知,若满足对任意k且ε>1,有λ1(τk+1)+ln(ελ2)≤λ1(τk),则系统(7)的原点是渐近稳

定的,从而系统(5)和(6)达到同步,定理得证.
下面用数值模拟来验证脉冲控制方法的有效性.不妨设{τk}是等距的且τk+1-τk=δ>0.参数为a1=

0.44,a2=12.31,a3=0.52,a4=0.53,a5=12.92,a6=2.34时,系统(5)出现混沌状态.此时当脉冲控

制矩阵Bk =diag(-0.1,-0.01,-0.18)时,取初值y1=0.4,y2=0.3,y3=0.1,可以找到相应的ε,δ
使脉冲同步误差系统(7)的解趋于零(图3).

4 金融系统的自适应脉冲同步

本节将考虑通过自适应脉冲同步的方法来实现与系统(1)的同步.
自适应脉冲控制下的响应系统为

dz1
dt =a1(-a2z1+a3z3)+u1 t≠τk

dz2
dt =a1(-a4z2+a5z3)+u2 t≠τk

dz3
dt =a6z1z2-a3z2+a1a2z1+a1a4z2+u3 t≠τk

Δzi=z(t+)-z(t)=Bikei t=τk,k=1,2,…,i=1,2,3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

(8)

令

u1=m1e1-a1a3e3+a1a2e1
u2=m2e2-a1a5e3+a1a4e2+a3e3

u3=m3e3-a6z1z2+a6y1y2

m
·

i=-γie2i   i=1,2,3
其中:γi >0,i=1,2,3为任意常数;mi 为自适应控制器.则误差系统为

de1
dt =m1e1 t≠τk

de2
dt =m2e2+a3e3 t≠τk

de3
dt =m3e3+a1a2e1+(a1a4-a3)e2 t≠τk

Δei=Bikei t=τk,k=1,2,…,i=1,2,3

m
·

i=-γie2i i=1,2,3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

(9)
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  定理2 若ρik =λmax((I+Bk)T(I+Bk))≤1,i=1,2,3,k=1,2,…,则在自适应脉冲控制器{ui;

Bk;τk}下,驱动系统(5)与响应系统(8)为全局渐近同步的.

证  令V=
1
2e

Te+
1
2∑

3

i=1

1
γi
(mi+l)2,l为一个正常数.当t≠τk 时,

D+V=eTe
·
-∑

3

i=1

(mi+l)e2i =

e1(m1e1)+e2(m2e2+a3e3)+e3(m3e3+a1a2e1+(a1a4-a3)e2)-∑
3

i=1

(mi+l)e2i =

a1a2e1e3+a1a4e2e3-∑
3

i=1
le2i =

eT

-l 0 a1a2

0 -l a1a4

0 0 -l

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
e=

eTQe

又l为正常数,故Q 为负定矩阵,所以通过选择适当的l可以使得V
·
≤-eTe.

当t=τk 时,

V(τ+
k)=

1
2e

T(τ+
k)e(τ+

k)+
1
2∑

3

i=1

1
γi
(mi(τ+

k)+l)2=

1
2∑

3

i=1

(1+Bik)2e2i(τ+
k)+

1
2∑

3

i=1

1
γi
(mi(τ+

k)+l)2=

1
2ρik∑

3

i=1
e2i(τ+

k)+
1
2∑

3

i=1

1
γi
(mi(τ+

k)+l)2 <

1
2∑

3

i=1
e2i(τ+

k)+
1
2∑

3

i=1

1
γi
(mi(τ+

k)+l)2=

V(τk)

  定义集合K= {V
·
=0,t≠τk,k=1,2,…}∪ {V(τ+

k)=V(τk),t=τk},k=1,2,… 并且集

合Ω= {(e,m)∈Rn ×Rn:e(t)=0,m= m0 ∈Rn}为包含在K 中的最大不变子集,由文献[12]推

论5.1可知,系统(9)的轨迹收敛到集合Ω,也就是说当t→ ∞ 时,e(t)→0,m→m0,故系统(5)与系

统(9)达到同步.
选取参数a1=0.44,a2=12.31,a3=0.52,a4=0.53,r1=8.92,r2=0.34,r3=0.017且脉冲控制

矩阵Bk 与初值都不变时,系统(9)的解趋于零,即系统(5)与系统(8)达到同步(图4).
注1 自适应脉冲控制对脉冲区间并没有特殊的要求,而对于一般的脉冲区间如何获得最大的脉冲区

间则是一个很重要的研究课题.本文中一般脉冲控制的脉冲区间的极限估计是自适应脉冲方法的基础,当

脉冲增益固定时,就会获得最大脉冲区间,简便的脉冲控制也能减少能量的消耗.
注2 自适应控制具有设计简便的优点,但连续控制需要更多的能量,而一般的脉冲控制却可以节省

很多能量,本文新的自适应脉冲控制则结合了自适应脉冲控制和脉冲控制的优点,即设计简便且节约能量.
故本文中给出的方法可以运用到很多领域,如通信安全和商业系统.

注3 在自适应脉冲控制中,脉冲控制消耗的能量少于一般的脉冲控制.尽管如此,连续的自适应控制

需要持续的能量,所以自适应脉冲控制损耗的能量不一定比脉冲控制少.因此从节约能源的观点来看,如

何构造更加有效的自适应脉冲控制是很有必要的,这也需要我们进一步研究.
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5 数值模拟

图1 混沌系统(5)的变量状态图 图2 混沌系统(5)的相图

图3 系统(5)和系统(6)的误差同步的时间演变图 图4 系统(5)和系统(8)的误差同步的时间演变图

6 结  论

首先,对一类具有风险评估的金融系统模型提出了一种脉冲同步方法,通过比较原则得到一些同步的

充分条件,估计出达到脉冲同步的最大脉冲区间,并通过数值模拟来验证该方法的有效性;接着又介绍了

一种自适应脉冲同步方法,给出达到同步的一些充分条件,并利用数值模拟来验证该理论结果的有效性.
这些结果对于实现金融系统和股票市场的稳定同步是非常有用的.
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ImpulsiveSynchronizationandAdaptiveSynchronization
ofaNewModelfortheEvaluationof

SystemicRiskinStockMarkets

LI Dong1, LIZi-jun2, ZHANGXing-peng3
1.SchoolofMathematicsandStatistics,ChongqingUniversity,Chongqing401331,China;

2.DepartmentofPublicBasicCourseEducation,ZhengzhouTechnologyandBusinessUniversity,Zhengzhou451400,China;

3.SchoolofSoftwareEngineering,ChongqingUniversity,Chongqing401331,China

Abstract:Inthispaper,anewmodelfortheevaluationofsystemicriskinstockmarketsisinvestigated
withtherelevantknowledgeoftheimpulsivesynchronizationandtheadaptiveimpulsivesynchronization
theories.Basedonthecomparisonprincipleandtheinvarianceprincipleofnonlinearimpulsivedynamical
systems,severalsufficientconditionsforthesynchronizationstabilityofthesystemunderpulsecontrol
andadaptivepulsecontrolareobtainedrespectively,andtheupperboundsofimpulsiveintervalforstable
synchronizationareestimated.Finally,theeffectivenessofthemethodisprovedbynumericalsimulation.
Keywords:impulsive;adaptive;synchronization;finance
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