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一类舌状绦虫传染病模型及其性态分析①

邓连康, 刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:以舌状绦虫病的传播为背景,建立并分析了一类含有S,I传染病仓室的食饵—捕食者系统模型.首先,证明

了系统解的正性和有界性;其次,计算出了模型的基本再生数和分析了平衡点存在的条件;然后,证明了种群灭绝

平衡点是不稳定的,并给出了仅易感食饵种群存在平衡点局部渐近稳定的条件和易感食饵和捕食者种群共存平衡

点局部渐近稳定的条件;最后,通过构造Lyapunov函数,得出了仅易感食饵种群存在平衡点和易感食饵与捕食者

种群共存平衡点的全局渐近稳定性.
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1 模型及解的适定性

近年关于鱼类感染舌状绦虫病的报道逐渐增加,舌状绦虫的成虫寄生在水鸟的肠子里并发育成熟.感

染的水鸟腹部膨大,体型消瘦,羽毛逐渐脱落.发育成熟的舌状绦虫的受精卵随着水鸟的粪便排到水里,孵

出的幼虫叫做钩球蚴,它在水里自由的游动,被水蚤吞食后,在水蚤体内发育成为原尾蚴.鱼类吞食了感染

有原尾蚴的水蚤后,原尾蚴穿过鱼的肠壁到达体腔,发育为裂头蚴,感染的鱼类体型消廋,游动缓慢,容易

死亡.若病鱼被水鸟捕食,裂头蚴在水鸟体内发育为成虫并产卵,又重新开始其繁殖.因为感染寄生虫会严

重影响水鸟的身体状态,所以建模中假设其不具有捕食与繁殖能力.同样假设感染的鱼类不具有繁殖能力.
因为是水鸟产生虫卵感染鱼类,类似于文献[1]的处理方式,水鸟感染鱼类使用线性感染函数.基于以上生

物背景与假设,根据文献[2-3],建立如下寄生虫感染食饵 捕食者系统的模型:
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其中:S(t),I(t)分别是易感、感染的食饵(鱼类)种群在t时刻的密度;P1(t),P2(t)分别是易感、感染捕

食者(水鸟)种群在t时刻密度;K 为环境容纳量;λ为食饵种群内禀增长率;α为易感捕食者捕获易感食饵
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的平均捕获率,θ为易感捕食者捕获感染食饵而感染疾病的感染率;γ为易感捕食者捕获感染食饵的平均捕

获率;e为食饵向捕食者的转化率;βP2S 为感染易感捕食者被感染食饵所感染的感染函数;u1,u2 分别是

易感、感染捕食者的死亡率,满足u1 <u2.
引理1 若S(t),I(t),P1(t),P2(t)是系统(1)的解,满足初值条件S(0)>0,I(0)>0,P1(0)>

0,P2(0)>0,则系统的解具有正性且是一致最终有界的.
证  1)正性.若存在t1 >0,使得S(t),I(t),P1(t),P2(t)在[0,t1)大于零,且S(t1),I(t1),

P1(t1),P2(t1)至少有一个等于零.
若P2(t1)=0,由第四个方程有P2

'≥-u2P2,由比较定理,0=P2(t1)≥P2(0)e-u2t1 >0,与假设矛

盾,所以P2(t1)≠0.

若I(t1)=0,由第二个方程有I'≥-dI-γIP1,同理0=I(t1)≥I(0)e-∫
t1

0
d+γP1(s)ds>0,与假设矛盾,

所以I(t1)≠0.

若P1(t1)=0,由第三个方程有P1
' ≥-u1P2-θγIP1,同理,0=P1(t1)≥P1(0)e-∫

t1

0
u1+θγI(s)ds >0,

与假设矛盾,所以P1(t1)≠0.

若S(t1)=0,由第二个方程有S' ≥-αP1S-βP2S,同理0=S(t1)≥S(0)e-∫
t1

0
αP1(s)+βP2(s)ds >0,与

假设矛盾,所以S(t1)≠0.
2)有界性.由模型假设有S+I≤K.
令

W =eS+eI+P1+P2

则
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因为

S+I≤K
令

u=min(λ,d,u1,u2)
所以

W' ≤2eλS-uW ≤2eλK -uW
由比较定理

W(t)≤W(0)e-ut+
2eλK
u

所以当t→+∞ 时,

W(t)≤
2eλK
u

引理1证完毕.

2 基本再生数与平衡点

系统(1)一定存在两个边界平衡点E0(0,0,0,0)与E1(K,0,0,0).从生物学角度,令

R1=
eαK
u1

(2)
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当R1 >1时,系统存在食饵与捕食者共存的边界平衡点E(S,0,P1,0),其中

S=
u1

eα   P1=
λ(Keα-u1)

eα2K
下面讨论基本再生数与正平衡点的存在性,根据文献[4-5]下一代矩阵计算基本再生数方法可知
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可得基本再生数
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u2

=
θλγβu1(Keα-u1)

e2α3dKu2+eαu2λγ(Keα-u1)
(3)

在R2 中θγP1 表示单位时间内一个I感染P1 转化为P2 的数量, 1
d+γP1

表示I的存活时间,同样βS 表

示单位时间内一个P2 感染S 转化为I的数量,1
u2

表示P2 的存活时间.

引理2 当R2 >1时,系统存在唯一正平衡点E*(S*,I*,P*
1 ,P*

2 ).
证  由P2

' =0可得

P*
1 =

u2P*
2

γI*

由P1
' =0可得

S* =
u1+θγI*

eα
由I' =0与P2

' =0联立可得

P2=
dI*
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当R2 >1时,因为
γP1

d+γP1
<1,所以θβS

u2
>1,此时易得
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θβS
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将以(4)式代入S' =0联立可得:
AI*2+BI* +C=0

其中

A=-λγ2θ2β(eα+θγ)<0
C=θλγβu1(eKα-u1)-Ke2α3u2d-eαu2λγ(eKα-u1)=(Ke2α3u2d+eαu2λγ(eKα-u1))(R2

2-1)
当R2 >1时,C>0,方程有唯一正解I*,系统存在唯一正平衡点E*(S*,I*,P*

1 ,P*
2 ),引理2证毕.

3 局部稳定性分析

在这一节中,我们将讨论当阈值R1,R2 在不同条件下时,边界平衡点E0(0,0,0,0),E1(K,0,0,

0),E(S,0,P1,0)的局部稳定性.系统的Jacobian矩阵为
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  定理1 种群灭绝平衡点E0 是不稳定的.
  证  在E0 处的Jacobian矩阵

JE0 =

λ 0 0 0
0 -d 0 0
0 0 -u1 0
0 0 0 -u2
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则特征值为M1=λ>0,M2=-d<0,M3=-u1<0,M4=-u2<0,所以E0 是不稳定的.定理1证

毕.
定理2 若R1 <1,,仅易感食饵种群存在平衡点E1 是局部渐近稳定的.
证  在E1 处的Jacobian矩阵
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则特征值为M1=-λ<0,M2=-d<0,M3=eαK-u1=u1(R1-1)<0,M4=-u2<0,所以E1 是

局部渐近稳定的,定理2证毕.
定理3 若R1 >1且R2 <1,易感食饵与捕食者种群共存平衡点E 是局部渐近稳定的.

证  在E 处的Jacobian矩阵
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利用矩阵分块理论,可得其特征方程为:

M2+
λS
KM +eα2SP1
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当R1 >1,且R2 <1时,方程的特征值满足

M1+M2=-
λS
K <0

M1M2=eα2SP1 >0

M3+M4=-(d+u2+γP1)<0

M3M4=(d+γP1)u2-θγβSP1=(d+γP1)u2(1-R2
2)>0

所以E 是局部渐近稳定的.定理3证毕.

4 全局稳定性分析

在这一节中,首先讨论E1的全局吸引性,结合定理2得到其全局渐近稳定性.然后通过构造Lyapunov
函数得到E 的全局渐近稳定性.

引理3 若R1 <1,则

lim
t→+∞

I(t)=lim
t→+∞

P1(t)=lim
t→+∞

P2(t)=0

  证  首先证明

lim
t→+∞

P1(t)=lim
t→+∞

P2(t)=0
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因为S≤K,u1 <u2,可得

P1
'(t)+P2

'(t)=eαSP1-u1P1-u2P2 ≤
eαK(P1+P2)-u1(P1+P2)=
u1(R1-1)(P1+P2)≤0

由P1(t),P2(t)的正性,易得

lim
t→+∞
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t→+∞

P2(t)=0

下面证明

lim
t→+∞

I(t)=0

因为

lim
t→+∞

P2(t)=0

所以对任意ε>0,存在tε >0,对任意t>tε,都有P2(t)<
d
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ε
2.
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Iε(t)=
ε
2+e-dt

易得

lim
t→+∞

Iε(t)=0

所以存在t* >tε,对任意t>t*,有Iε(t)<ε,由比较定理,

I(t)<Iε(t)<ε
由I(t)的正性与ε的任意性,易得

lim
t→+∞

I(t)=0

引理3证完毕.
定理4 若R1 <1,仅易感食饵种群存在平衡点E1 是全局渐近稳定的.
证  由E1 的局部稳定性及引理3知,只需证明当lim

t→+∞
S(t)=K.因为

lim
t→+∞

I(t)=lim
t→+∞

P1(t)=lim
t→+∞

P2(t)=0

所以对任意ε>0,存在tε >0,对任意t>tε,都有I(t)<ε,P1(t)<ε,P2(t)<ε,联立S≤K 有:

S' =λS1-
S+I
K
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其中A=λ+βK +αK,令Sε(t)是方程
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在[tε,+∞)上满足Sε(tε)=S(tε)的解,Sε(t)有两个平衡点
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所以

lim
t→+∞

Sε(t)=S2

由比较定理易得

Sε(t)<S(t)<K
因为ε是任意的,可得

lim
t→+∞

S(t)=K

定理4证毕.

定理5 当R1>1,
θγP1

ed +
λS
dK <1,

eβS
u2

<1时,易感食饵与捕食者种群共存平衡点E 是全局渐近

稳定的.
证  构造Lyapunov函数V(t)
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<1时,V
·
(t)<0,所以E 是全局渐近稳定的.定理5证毕.

5 讨  论

由定理4可知,若R1 <1,E1 是全局渐近稳定的.由R1=
eαK
u1

可知,R1 关于α 单调递增,对于专业

的养殖业而言,降低鱼类感染疾病的数量需要使得α 的值尽可能小,可以采取驱赶鱼塘附近鸟类的方法.
令

B1=
θγP1

ed +
λS
dK   B2=

eβS
u2

当R2<1时,正平衡点E* 不存在,E 局部渐近稳定.而定理5中E 是全局渐近稳定的条件为:当R1>1,

B1 <1,B2 <1,此时

R2=
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通过一些数值模拟,我们猜测当R2 <1时,E 是全局渐近稳定的.显然B1 关于γ 单调递增,而B2 关于β
单调递增,可以通过减小γ和β的方式控制疾病传播.例如:将因感染舌状绦虫而死亡的裸鲤打捞起来之后

填埋(使γ 减小);在新鱼塘开始养殖之前用生石灰撒入鱼塘中,使鱼塘中的虫卵死亡(使β 减少).
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PerformanceAnalysisofaLigulaosisModel

DENGLian-kang, LIUXian-ning
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,basedonthebackgroundofligulaosistrasmission,weestablishandanalyzea
prey-predatormodelwhichincludesS,Iinfectiousdiseasescompartments.First,weshowthepositivity
andboundednessofthesolutionsofthesystem.Next,wecalculatethebasicreproductionnumberofthe
modelandanalyzetheconditionsoftheexistenceofequlibria.Then,weprovethatthepopulationextinc-
tionequilibriumpointisunstable,andgivethelocalasymptoticstabilityconditionsofthesusceptibleprey
onlyequilibriumandthesusceptiblepreyandpredatorcoexistenceequilibrium.Finally,byconstructing
Lyapunovfunctions,weobtaintheglobalasymptoticstabilityofthesusceptiblepreyonlyequilibriumand
thesusceptiblepreyandpredatorcoexistenceequilibrium.
Keywords:prey-predatorsystem;globalattractivity;globalasymptoticstability;Lyapunovfunction
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