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结核分枝杆菌动力学模型的稳定性分析①

姚苗然, 王稳地, 张金金, 舒梦诗

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:研究了一个同时考虑结核分枝杆菌胞内和胞外两种增殖方式的动力学模型.分析了此模型的结核菌基本再

生数和免疫基本再生数,并借助基本再生数探究了无免疫平衡点的存在性及稳定性,得到了在无病平衡点处出现

后向分支的充要条件,且该条件和发生率函数及胞内增殖所产生的裂解释放量紧密相关.
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肺结核是由结核分枝杆菌(结核菌)引起的,对该疾病的研究多集中于它在个体间的传播,而其在体内

的发展状况十分重要但研究较少.文献[1]针对体内结核病动态提出如下动力学模型:
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其中:Mu(t),MI(t),B(t),T(t)分别表示t时刻体内正常的巨噬细胞的浓度、被感染巨噬细胞的浓度、游

离结核菌的浓度和效应T 细胞的浓度;Λ 表示正常巨噬细胞的生成率;v表示胞外游离结核菌的增殖速率;

K 表示外部环境对胞外结核菌的最大容纳量;ρ表示效应T 细胞的增殖率;Tmax表示外部环境对效应T 细

胞的最大容纳量;βBMu 表示正常巨噬细胞的感染发生率函数;δMuB 表示巨噬细胞杀死结核菌的发生率函

数;α表示效应T 细胞清除感染细胞的速率;μi(i=1,2,3)分别表示正常巨噬细胞、结核菌和效应T 细胞

的自然死亡率;σ表示被感染巨噬细胞的裂解死亡率,参考生物背景有μ1 <σ.
文献[1-2]研究了平衡点的局部稳定性且出现了后向分支,但它们只考虑结核菌的胞外增殖.实际上,

结核菌有两种增殖方式,一种是胞外增殖;另一种是胞内增殖,它可以对吞噬它的巨噬细胞产生慢性感染

并在其内部进行增殖,导致细胞裂解,释放出大量的结核菌,引起炎症,形成原始病灶.研究发现胞内增殖

是结核菌逃离清除机制得以大量繁殖并在体内保持自身持续的重要方式[3].为了更好地了解结核菌在体内

的动态,本文同时考虑结核菌胞内和胞外两种增殖方式,并研究它们对体内结核病进程的影响.此外,研究

发现当结核菌对巨噬细胞产生慢性感染时,非线性发生率比双线性发生率更合理[4-5].因此,本文考虑一般
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发生率函数,推广得到了一个结核病动力学模型,无量纲化为:

dMu

dt =μ1-μ1Mu -f(Mu,B)

dMI

dt =f(Mu,B)-σMI -αTMI

dB
dt=NσMI +vB(1-B)-δBMu -μ2B

dT
dt =ρ

TMI

T+c-μ3T

(2)

其中:N 表示被感染的巨噬细胞裂解所释放出结核菌的平均数量,f(Mu,B)是感染发生率函数.此外,T
细胞需受抗原MI 的刺激才能增殖,而系统(1)中免疫增加项只和MI 有关,不太合理.根据文献[6]将免疫

细胞的增殖发生率表示为ρ
T(t)MI(t)
T(t)+c

,c表示饱和常数.显然,若不改变免疫增加项,当N=0且f(Mu,

B)=βBMu 时,系统(2)就退化到系统(1).
对于系统(2),参照生物背景,我们考虑其发生率函数f(Mu,B)满足下列假设:
(H1)f(Mu,B)连续可微;对B ≥0,有f(0,B)≡0;对Mu ≥0,有f(Mu,0)≡0.

(H2)对任意的Mu >0,B>0,均有
f(Mu,B)

Mu
>0;对任意的Mu ≥0,B≥0,有

f(Mu,B)
B ≥

0和B
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B -f(Mu,B)≤0.

设:

Ω= (Mu,MI,B,T)∈R4+:0≤Mu(t)+MI(t)≤1,0≤B ≤Γ,0≤T(t)≤ρ
μ3

{ }

Γ=
v-μ2+ (v-μ2)2+4vNσ

2v
易证集合Ω 是系统(2)的可行域.本文在可行域Ω 内研究系统(2)的全局动力学性态.

1 平衡点和基本再生数

系统(2)的无病平衡点为E0(1,0,0,0).应用下一代矩阵的方法[7]得到系统(2)中结核菌基本再生

数为:
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容易证得:R0 >1⇔τ0 >1;R0=1⇔τ0=1.
定理1 当v≥δ+μ2时,系统(2)存在唯一的无免疫平衡点E1(M1

u,M1
I,B1,0);当R0>1且v<

δ+μ2 时,系统(2)至少存在一个无免疫平衡点E1(M1
u,M1

I,B1,0).
证  对于系统(2),无免疫平衡点满足:

μ1-μ1Mu -f(Mu,B)=0

f(Mu,B)-σMI =0
NσMI +vB(1-B)-δBMu -μ2B=0

(4)
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对方程(4)求解可得:
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其中B 是满足g(B)>0的正解.

为了满足g(B)>0,当v≥δ+μ2 时,则B >1-
δ+μ2

v =B*
1 ;当v<δ+μ2 时,任意正数B 均

可保证g(B)>0.又因为Mu >0,所以

B <B*
2 =

v-μ2+ Δ
2v

其中

Δ=(v-μ2)2+4vNμ1 >0
代入可得

f(1,B*
1 )-g(B*

1 )>0   f(0,B*
2 )-g(B*

2 )=-μ1 <0
因此系统(2)在(B*

1 ,B*
2 )内至少存在一个无免疫平衡点E1(M1

u,M1
I,B1,0).

下面用反证法证明当v≥δ+μ2时,E1是系统(2)唯一的无免疫平衡点.假设除E1外仍存在无免疫平

衡点E2(M2
u,M2

I,B2,0),当v≥δ+μ2 时,由假设条件(H2)得

g'(B2)<-
Nf(M2

u,B2)
(Nμ1+δB2)B2

f
Mu

(M2
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f
B
(M2
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u,B2)
B2 <0

若至少存在两个无免疫平衡点,则有g'(B2)≥0,由此产生矛盾.因此,当v≥δ+μ2 时,系统(2)存在唯

一的无免疫平衡点E1.
类似地,当R0>1且v<δ+μ2 时,代入可得:f(1,0)-g(0)=0且f(0,B*

2 )-g(B*
2 )=-μ1<

0.当R0 >1时,

f
B
(1,0)-g'(0)=

f
B
(1,0)-

δ+μ2-v
N >0

则在(0,B*
2 )内至少存在一个无免疫平衡点E1(M1

u,M1
I,B1,0).定理得证.

根据基本再生数的定义,可得系统(2)相应无免疫平衡点E1 处的免疫基本再生数R1=ρM1
I

cμ3
.

2 稳定性分析

定理2 当R0 <1时,无病平衡点E0 是局部渐近稳定的.
证  考虑系统(2)在E0 处的雅可比矩阵,易得其对应的特征方程为:

(λ+μ1)(λ+μ3)[λ2+(σ+δ+μ2-v)λ+σ(δ+μ2)(1-τ0)]=0 (6)

则当R0 <1时,特征方程(6)的根均有负实部,无病平衡点E0 是局部渐近稳定的.定理得证.
下面研究系统(2)在无病平衡点E0 处的分支方向.令
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(7)

有如下定理3.
定理3
 当a4 ≥0且a5 <0时,系统(2)在无病平衡点E0 处出现后向分支;

 当a4 ≤0且a5 >0时,系统(2)在无病平衡点E0 处出现前向分支;
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 当a4 >0且a5>0时,若N* >N,系统(2)在无病平衡点E0 处出现后向分支;若N* <N,系

统(2)在无病平衡点E0 处出现前向分支;

 当a4 <0且a5<0时,若N* <N,系统(2)在无病平衡点E0 处出现后向分支;若N* >N,系

统(2)在无病平衡点E0 处出现前向分支.
证  设x1=Mu,x2=MI,x3=B,x4=T,则系统(2)化为:

dx1

dt =μ1-μ1x1-f(x1,x3):=F1

dx2

dt =f(x1,x3)-σx2-αx2x4:=F2

dx3

dt =Nσx2+vx3(1-x3)-δx1x3-μ2x3:=F3
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dt =ρ
x2x4

x4+c-μ3x4:=F4

(8)

显然R0=1等价于
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考虑系统(8)在E0 处的雅可比矩阵J(E0),

J(E0)=

-μ1 0 -
f
B
(1,0) 0

0 -σ f
B
(1,0) 0

0 Nσ v-δ-μ2 0
0 0 0 -μ3

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

当R0=1时,J(E0)的特征方程有一个单重0特征根,且其余特征根均具有负实部.求得对应0特征根的右

特征向量ω 以及满足ωl=1的左特征向量l如下:
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,ω3 >0

l=[0,Nl3,l3,0],l3 >0
通过计算可得:

a=
1
2 ∑

4

i,j,k=1
lkωiωj

Fk

2xixj

(1,0,0,0)=
1
μ1

f
B
(1,0)(N* -N)a5l3ω2

3

b=l3ω3
2F3

x3v
(1,0,0,0)=l3ω3 >0

应用参考文献[7]的定理4,当a4>0且a5>0时,若N* >N,系统(2)在无病平衡点E0 处出现后向分

支,即在R0=1的附近会出现一个不稳定的感染平衡点;若N* <N,系统(2)在无病平衡点E0 处出现前

向分支.当a4 ≤0且a5 >0时,显然N* ≤0,则N* <N 一定成立,所以系统(2)在无病平衡点E0 处

出现前向分支.类似可证其他情况.定理得证.
定理4 当v≥δ+μ2 且R1 <1时,无免疫平衡点E1 是局部渐近稳定的.
证  考虑系统(2)在E1(M1

u,M1
I,B1,0)处的雅可比矩阵J(E1),
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其中,
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由系统(2)的第三个方程知:

v(B1-1)+δM1
u +μ2=

Nf(M1
u,B1)

B1 >-ϕ2

因此,ϕ1 >0,ϕ1+ϕ2 >0.由定理1的证明知:当v≥δ+μ2 时,

vμ1B1-δB1f
B
(M1

u,B1)>0

由此可得a1 >0,a2 >0,a3 >0.又因为:
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所以,当v≥δ+μ2 且R1 <1时,无免疫平衡点E1 是局部渐近稳定的.定理得证.
引理1 若定义在开集D 内的广义系统x'=Q(x)满足下面(A1)-(A4)4个条件,则这个系统唯一的

平衡点x 在D 内全局渐近稳定[8-9].
(A1)开集D 内存在一个紧的吸收集K 且K 内只存在一个平衡点x;

(A2)平衡点x 是局部渐近稳定的;
(A3)系统满足Poinearé-Bendixson特性;
(A4)开集D 内的每个周期解都是轨道渐近稳定的.
定理5 当R1 >1,v≥δ+μ2 且μ1 >δ 时,则一定存在正常数ε,使得系统(2)的所有解满足:

liminf
t→∞

T(t)>ε

此外,系统(2)至少存在一个正平衡点E3(M3
u,M3

I,B3,T3).
证  令X0={(Mu(t),MI(t),B(t),T(t))∈R4+:T(0)>0},X0=R4+\X0.易知X0 是系统的

一个正向不变集,X0 是一个闭集.考虑系统(2)的子系统:

dMu

dt =μ1-μ1Mu -f(Mu,B)

dMI

dt =f(Mu,B)-σMI
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dB
dt=NσMI +vB(1-B)-δBMu -μ2B (9)

由定理1及定理4可知,当v≥δ+μ2 且R1<1时,系统(9)只存在一个局部渐近稳定的平衡点E*
1 (M1

u,

M1
I,B1),因此系统(9)满足引理1的条件(A1),(A2).由存在使系统(9)变为竞争系统的矩阵A 可得系统

(9)满足条件(A3),其中,

A=diag(1,-1,1)

利用参考文献[8]的方法可得到对应的g1(t),g2(t),其中,

g1(t)=- μ1+
f
Mu

+σæ

è
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B
MI
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M'I

MI
-μ1+δ

g2(t)=
MI

B
(Nσ+δB)+

M'I

MI
-

B'
B -μ1-[μ2+δMu +v(2B-1)]≤

M'I

MI
-μ1+δ

当μ1>δ 时,系统(9)满足条件(A4).因此,当R1<1,v≥δ+μ2 且μ1>δ 时,系统(9)的平衡点E*
1

是全局渐近稳定的.
下面用反证法证明T(t)的持续性.假设系统(2)存在一组解使得lim

t→∞
T(t)=0,则该解一定会趋向E*

1 ,

所以存在t1 >0和正常数ε,使得当t>t1 时:

MI(t)>MI1-ε,T(t)<ε
则系统(2)的最后一个方程有:

dT
dt > ρ

MI1-ε
ε+c -μ3
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当R1 >1时,存在ε>0,使得ρ(MI1-ε)
ε+c -μ3>0,由式(9)知当t→∞时T(t)→∞,与假设矛盾.所

以T(t)关于(X0,X0)一致持续,系统(2)至少存在一个正平衡点E3(M3
u,M3

I,B3,T3).

此外,若感染发生率函数
f(Mu,B)

Mu
关于Mu 不减,我们还可推出如下定理.

定理6 当R0 ≤1且Nf
B
(1,0)≥δ 时,无病平衡点E0 是全局渐近稳定的.

证  令V=NMI +B+
NαcT
ρ

,当R0 ≤1且Nf
B
(1,0)≥δ 时,由假设条件(H2)可知:

V'= N
f(Mu,B)
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Nαcμ3

ρ
T-vB2 ≤0

根据LaSalle不变原理,当t→ ∞ 时,(MI(t),B(t),T(t))→ (0,0,0),显然Mu(t)→1.定理得证.

3 讨  论

本文同时考虑结核菌胞内和胞外两种增殖方式,研究了带有一般发生率函数的结核病动力学模型,得

到结核菌基本再生数R0和免疫基本再生数R1.在对模型的探究中,发现分支方向和发生率函数f(Mu,B)
及裂解释放量N 紧密相关.当结核菌基本再生数R0 小于1时,当发生率函数满足a4≥0且a5<0时,即

使结核菌胞外繁殖率v不大于其死亡率μ2,系统(2)在无病平衡点E0处一定会出现后向分支,在R0=1附

近会出现不稳定的感染平衡点.此外,只要R0大于1,即使v≤μ2,正平衡点依旧存在,结核菌可以持续生

存.若只考虑胞外增殖和双线性发生率[1-2],只有当v>μ2 时,才有可能出现正平衡点和后向分支.我们还

得到当v≥δ+μ2,μ1>δ 时,若R1 大于1,则系统(2)至少存在一个细胞免疫为正的感染平衡点,验证

了饱和免疫的主要作用是控制被感染的巨噬细胞以及结核菌的数量,达不到完全清除病菌的效果.此外,
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若感染发生率函数
f(Mu,B)

Mu
关于Mu 不减,当R0≤1且Nf

B
(1,0)≥δ 时,无病平衡点是全局渐近稳

定的.今后可以进一步研究R0 <1且R1 >1时正平衡点的存在性和稳定性.
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StabilityAnalysisofaDynamicalModel
ofMycobacteriumtuberculosis

YAOMiao-ran, WANGWen-di, ZHANGJin-jin, SHUMeng-shi
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,westudyamodelaboutMycobacteriumtuberculosis,inwhichbothintracellular

proliferationandextracellularproliferationareconsidered.Forthemodel,weobtainthebasicreproductive
numbersofthebacteriumandtheimmunesystem.Thenweusethereproductivenumberstostudytheex-
istenceandstabilityofthenon-immuneequilibriumpoint.Besides,weobtainthesufficientandnecessary
conditionsofthebackwardbifurcationatdisease-freeequilibriumpoint,whicharecloselyrelatedtothein-
cidencefunctionandtheburst-sizeofMtbproducedbyintracellularproliferation.
Keywords:Mycobacteriumtuberculosis;equilibriumpoint;backwardbifurcation;stability;persistence
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