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曲边矩形和曲顶柱体区域上的温度控制①
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摘要:主要研究了曲边矩形及曲顶柱体上温度的边界控制.应用原有的反步控制方法,根据相应条件导出核方程,

进而得到核方程的解和控制律,并证明闭环系统是指数稳定的.
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反应扩散方程的边界控制问题有广泛的工程背景.在对一维的反应扩散方程的边界控制的研究中,最

早考虑在容器的一端加控制的情况[1-2].当区间的一端移动时,在移动端加控制的情况已被解决[3-4].并且

对输入时滞系统的边界控制的研究也取得成功[5].对高维系统的边界控制的研究,现在只解决了矩形区域

和立方体区域[6],以及圆形区域上温度的边界控制[7].在其它高维区域上的反应扩散方程的边界控制问题

尚无很好的结果.因此本文首先考虑曲边矩形上的系统的边界控制,即系统

ut(x,y,t)=a(uxx(x,y,t)+uyy(x,y,t))+λu(x,y,t),(x,y)∈P (1)

u(0,y)=u(l,y)=u(x,0)=0 (2)

u(x,φ(x),t)=U(x,t) (3)

其中:a,λ>0;φ(x)在[0,l]上可微;P={(x,y)|0<x<l,0<y<φ(x)};u(x,y,t)为温度;

U(x,t)为边界控制输入.随后考虑曲顶柱体上的系统

ut(x,y,z,t)=a(uxx(x,y,z,t)+uyy(x,y,z,t)+

uzz(x,y,z,t))+λu(x,y,z,t),其中(x,y,z)∈V (4)

u(x,y,z)=0,(x,y)∈D (5)

u(x,y,0)=0 (6)

u(x,y,f(x,y),t)=U(x,y,t) (7)

其中:a,λ>0;Ω ⊂R2 是有界开域;V={(x,y,z)|(x,y)∈Ω,z∈ (0,f(x,y))};D 是Ω 的边

界;f(x,y)在Ω 上连续;u(x,y,z,t)为温度;U(x,y,t)为边界控制输入.
本文利用反步控制(Backstepping)方法,先给出一个指数稳定的目标系统,找到边界控制将原系统转

化为目标系统.随后用李雅普诺夫方法证明目标系统是指数稳定的,并证明在所给出的边界控制下闭环系

① 收稿日期:2016 05 04
基金项目:国家自然科学基金项目(11301427);贵州省科技厅联合基金资助项目(黔科合LH字[2015]7007号).
作者简介:刘忠诚(1992 ),男,湖北安陆人,硕士研究生,主要从事偏微分方程系统控制的研究.
通信作者:谢成康,教授.



统稳定.

1 曲边矩形上的边界控制

考虑系统(1)-(3)的控制设计.引入变换

w(x,y,t)=u(x,y,t)-∫
y

0
k(y,z)u(x,z,t)dz (8)

边界控制为

U(x,t)=u(x,φ(x),t)-∫
φ(x)

0
k(φ(x),z)u(x,z,t)dz (9)

1.1 控制器设计

将(8)式两边同时对t求导,再分别同时对x,y 求二阶偏导数并化简,可得

wt(x,y,t)-a(wxx(x,y,t)+wyy(x,y,t))=

(λ+2a
d
dy

k(y,y))u(x,y,t)+k(y,0)uy(x,0,t)+

∫
y

0
(akyy(y,z)-akzz(y,z)-λk(y,z))u(x,z,t)dz

取核函数满足

kyy(y,z)-kzz(y,z)=
λ
ak(y,z) (10)

λ+2a
d
dy

k(y,y)=0 (11)

k(y,0)=0 (12)

得到

wt(x,y,t)=a(wxx(x,y,t)+wyy(x,y,t))

此时(8)式将系统(1)-(3)转化成目标系统

wt(x,y,t)=a(wxx(x,y,t)+wyy(x,y,t)),(x,y)∈P (13)

w(0,y,t)=w(l,y,t)=w(x,0,t)=w(x,φ(x),t)=0 (14)

文献[2]中已给出方程(10)-(12)的解为

k(y,z)=-λz
I1 λ

a
(y2-z2)
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1.2 目标系统的指数稳定性

定理1 当a>0时,系统(13)-(14)指数稳定.即存在常数M,N >0,使得

‖w(t)‖2 ≤Me-Nt‖w(0)‖2
其中

‖w(t)‖2=∫
l

0∫
φ(x)

0
w2(x,y,t)dydx( )

1
2

1.3 逆变换及稳定性

设(8)式的逆变换为

u(x,y,t)=w(x,y,t)+∫
y

0
l(y,z)w(x,z,t)dz
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类似k(y,z)的求解过程,可解得

l(y,z)=-λz
J1

λ
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在边界控制(9)下,系统(1)-(3)指数稳定.

2 曲顶柱体上的边界控制

考虑系统(4)-(7)的控制设计,引入变换

w(x,y,z,t)=u(x,y,z,t)-∫
z

0
p(z,s)u(x,y,s,t)ds (15)

边界控制为

U(x,y,t)=u(x,y,f(x,y),t)=∫
f(x,y)

0
p(f(x,y),s)u(x,y,s,t)ds

2.1 控制器设计

变换(15)两边分别对x,y,z求二阶偏导数,对t求偏导数,并化简,可取核函数满足:

pzz(z,s)-pss(z,s)=
λ
ap(z,s) (16)

λ+2a
d
dyp

(z,z)=0 (17)

p(z,0)=0 (18)

得到

wt(x,y,z,t)=a(wxx(x,y,z,t)+wyy(x,y,z,t)+wzz(x,y,z,t))

此时(15)式将系统(4)-(7)转换成目标系统

wt(x,y,z,t)=a(wxx(x,y,z,t)+wyy(x,y,z,t)+

wzz(x,y,z,t)),(x,y,z)∈V (19)

w(x,y,z,t)=0,(x,y,z)∈Γ (20)

其中Γ 为V 的边界.
方程(16)-(18)的解为

p(z,s)=-λs
I1 λ
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2.2 目标系统的指数稳定性

定理2 目标系统(19)-(20)指数稳定,其中

‖w(t)‖2=∭
V

w2(x,y,z)dV( )
1
2

2.3 逆变换及稳定性

记(15)式的逆变换为

u(x,y,z,t)=w(x,y,z,t)+∫
z

0
q(z,s)w(x,y,s,t)ds (21)

可知
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q(z,s)=-λs
J1

λ
a
(z2-s2)
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  下证系统(4)-(7)指数稳定.

  对(21)式两边求范数,得

‖u(t)‖2 ≤ ‖w(x,y,z,t)‖2+‖∫
z

0
q(z,s)w(x,y,s,t)ds‖2

‖∫
z

0
q(z,s)w(x,y,s,t)ds‖22=∭

V
∫

z

0
q(z,s)w(x,y,s,t)ds( )

2

dV

由施瓦茨不等式可知

∫
z

0
q(z,s)w(x,y,s,t)ds( )

2

≤∫
f(x,y)

0
q2(z,s)ds·∫

f(x,y)

0
w2(x,y,s,t)ds

由于对任意(x,y)∈Ω ∪D,q(z,s)在{(z,s)|z∈(0,f(x,y)),s∈(0,z)}上有界,故存在连续

且在Ω ∪D 上有界的函数K(x,y),满足

∫
f(x,y)

0
q2(z,s)ds≤K(x,y)

从而有

∫
f(x,y)

0
q2(z,s)ds·∫

f(x,y)

0
w2(x,y,s,t)ds≤K(x,y)·∫

f(x,y)

0
w2(x,y,s,t)ds

由此可得

‖∫
z

0
q(z,s)w(x,y,s,t)ds‖22=∬

Ω

(K(x,y)f(x,y)∫
f(x,y)

0
w2(x,y,s,t)ds)dΩ

由于K(x,y),f(x,y)在Ω 上有界,存在常数C >0,满足

∬
Ω

(K(x,y)f(x,y)∫
f(x,y)

0
w2(x,y,s,t)ds)dΩ ≤

C∬
Ω
∫

f(x,y)

0
w2(x,y,s,t)dsdΩ=C‖w‖22

从而

‖u‖2 ≤ (1+ C)‖w‖2
于是,存在常数C1 >0,使得

‖u‖2 ≤C1‖w‖2
类似可证明存在常数C2 >0,使得

‖w‖2 ≤C2‖u‖2
从而有

‖u(t)‖2 ≤C1‖w(t)‖2 ≤C1C2e-
at
4‖u(0)‖2

故u(x,y,z,t)指数稳定.

3 数值仿真

考虑如下系统

ut=uxx +uyy +25u,(x,y)∈ {(x,y)|0<x<1,0<y<φ(x)}

4 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第39卷



u(0,y,t)=u(1,y,t)=u(x,0,t)=0

ux,- x-
1
2
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÷ ,t)=U(x,t)

u(x,y,0)=ex-y+1

其中

φ(x)=- x-
1
2

æ
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ø
÷

2

+1

当

U(x,t)=-∫
φ(x)

0
25z

I1 25(φ2(x)-z2)( )

25(φ2(x)-z2)
dz

时,原系统变为

wt=wxx +wyy,(x,y)∈ {(x,y)|0<x<1,0<y<φ(x)}

w(0,y,t)=w(1,y,t)=w(x,0,t)=w(x,φ(x),t)=0
其中w(x,y,0)≠u(x,y,0).此时 ‖u‖22 和 ‖w‖22 与时间t的关系分别如下图所示:

图1 系统在开环状态下的图像 图2 系统在闭环状态下的图像

4 结  论

本文主要研究了曲边矩形及曲顶柱体上温度的边界控制.应用原有的反步控制方法,根据相应条件导

出核方程,进而得到核方程的解和控制律,并证明闭环系统是指数稳定的.为了更好证明理论正确性,对二

维系统进行数据仿真,实验结果与理论推导相吻合.与已有的成果相比,由于所施加控制的一端的形状对

控制律没有影响,因此本文扩展了原有的Backstepping方法的适用范围.
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TemperatureControlonRectangularCurved
EdgesandtheCurlyTopCylinder

LIUZhong-cheng, XIECheng-kang, DENG Jing
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Thispaperstudiesthetemperaturecontrolonrectangularcurvededgesandthecurlytopcylin-

der.Byapplyingthebacksteppingmethod,basedoncorrespondingconditions,wederiveakernelequation

andgetitssolutionandcontrollaw,andthenprovethattheclosed-loopsystemisexponentiallystable.

Keywords:high-dimensionalsystem;boundarycontrol;backsteppingmethod
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