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一类耦合反应扩散系统的边界控制①
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摘要:利用Backstepping的方法对系统内部有热源的耦合线性方程组反应扩散系统进行研究,推导出了这一类耦

合系统的核方程,并且证明了闭环系统的稳定性.
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在控制工程中温度控制问题用反应扩散方程描述.反应扩散方程的边界控制问题具有实用价值[1-3].
在控制理论和控制工程中,耦合的例子经常见到,如电磁耦合、机械耦合、化学反应的耦合等.对常微分方

程和偏微分方程之间的耦合问题的研究已经获得若干结论[4-7].但是之前考虑的是常微分方程和一维的偏

微分方程之间的耦合,并且得到了在不同的边界条件下的系统控制率[8-11].本文考虑如下控制系统:

X
·
(t)=AX(t)+BU(0,t) (1)

Ut(x,t)=DUxx(x,t)+ΛU(x,t),0<x<1 (2)

Ux(0,t)=α(U(0,t)-GX(t)) (3)

U(1,t)=C(t) (4)

其中:X(t)=(X1(t),X2(t),…,Xn(t))T ∈Rn 表示流体的温度、湿度、密度等,A∈Rn×n,B∈Rn×m,

D ∈Rm×m,Λ ∈Rm×m,G ∈Rm×n,C(t)∈Rm×n 是控制输入,α 是傅立叶常数,U(x,t)是固体的温度,

ΛU(x,t)是热源强度.

1 控制器的设计

为了稳定系统(1)-(4),需找到一个变换(X(t),U(x,t))| →(X(t),W(x,t)),将系统(1)-(4)

转换为指数稳定的目标系统,从而设计出控制律.闭环系统的稳定性就可以通过该变换及其逆变换建立起

来.
本节引入一个Volterra变换(X(t),U(x,t))| →(X(t),W(x,t)):

X(t)=X(t) (5)

W(x,t)=U(x,t)-∫
x

0
Φ(x,y)U(y,t)dy-Ψ(x)X(t) (6)

目标系统取为
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X
·
(t)=(A+BK)X(t)+BW(0,t) (7)

Wt(x,t)=DWxx(x,t),0<x<1 (8)

Wx(0,t)=0 (9)

W(1,t)=0 (10)

其中U(x,t)∈Rn 表示零向量.这里核函数Φ(x,y)∈Rm×m 和矩阵函数Ψ(x)∈Rm×n 都是待定的.其

中选择K ∈Rm×n 使得A+BK 是Hurwitz矩阵.现在假设变换(5)-(6)将系统(1)-(4)转换为目标系

统(7)-(10).

Wt(x,t)-DWxx(x,t)=(DΦ'(x,x)+DΦx(x,x)+Φ(x,x)yD+Λ)U(x,t)+
(DΦ(x,x)-Φ(x,x)D)Ux(x,t)+

∫
x

0
(DΦxx(x,y)-Φyy(x,y)D-Φ(x,y)Λ)U(y,t)dy-

(Φy(x,0)D+Ψ(x)B-αΦ(x,0)D)U(0,t)+
(DΨ″(x)-Ψ(x)A-αΦ(x,0)DG)X(t) (11)

可取核函数Φ(x,y)和矩阵函数Ψ(x)满足下面方程:

DΦxx(x,y)-Φyy(x,y)D-Φ(x,y)Λ=O (12)

DΦ'(x,x)+DΦx(x,x)+Φy(x,x)D+Λ=O (13)

DΦ(x,x)-Φ(x,x)D=O (14)

Φy(x,0)D+Ψ(x)B-αΦ(x,0)D=O (15)

DΨ″(x)-Ψ(x)A-αΦ(x,0)DG=O (16)

就能使W(x,t)满足(8)式,这里O 表示零矩阵.
为了满足(10)式取控制律为:

C(t)=∫
1

0
Φ(1,y)U(y,t)dy+Ψ(1)X(t) (17)

这样就得到了核函数Φ(x,y)和矩阵函数Ψ(x)满足方程和边界条件:

DΦxx(x,y)-Φyy(x,y)D-Φ(x,y)Λ=O (18)

DΦ'(x,x)+DΦx(x,x)+Φy(x,x)D+Λ=O (19)

DΦ(x,x)-Φ(x,x)D=O (20)

Φy(x,0)D+Ψ(x)B-αΦ(x,0)D=O (21)

DΨ″(x)-Ψ(x)A-αΦ(x,0)DG=O (22)

Φ(0,0)=αE (23)

Ψ'(0)=-αG (24)

Ψ(0)=K (25)

上述方程组可以用数值方法求解.

2 稳定性

要得到闭环系统(1)-(4)的稳定性,就需要证明目标系统(7)-(10)是稳定的,而且变换(5)-(6)是

可逆的.
证明变换可逆的方法是找到它的逆变换.但是,从变换(6)中求解U(x,t)是一个很困难的数学问题,

因此直接寻求逆变换就显得更加困难.另外一种思路就是通过下面的方法来间接证明.假设逆变换具有下

面的形式

X(t)=X(t) (26)
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U(x,t)=W(x,t)-∫
x

0
M(x,y)W(y,t)dy-N(x)X(t) (27)

这里核函数M(x,y)和N(x)是待定的,并且在该变换下目标系统的解能转化为闭环系统的解.按照求解

核函数Φ(x,y)和Ψ(x)的思路和方法,计算出Ux,Uxx 和Ut.假设W(x,y)满足目标系统(7)-(10),就

得到U(x,y)满足(1)-(4)的条件.整理如下

DMxx(x,y)-Myy(x,y)D+ΛM =O (28)

DM'(x,x)+DMx(x,x)+My(x,x)D-Λ=O (29)

DM(x,x)-M(x,x)D=O (30)

My(x,0)D+N(x)B=O (31)

DN″(x)-N(x)(A+BK)+ΛN(x)=O (32)

M(0,0)=-αE (33)

N'(0)=α(G-K) (34)

N(0)=-K (35)

只需要求解出M(x,y)和N(x)就可以求出逆变换.
定理1 设Φ(x,y)和Ψ(x)是(18)-(25)的解.考虑系统(1)-(4),控制律为(17),则存在正常数

σ 使得

‖X(t)‖2+‖U(t)‖22 ≤σ ‖X(0)‖2+‖U(0)‖22( )e
-
1
4

即闭环系统在上述范数下是指数稳定的,其中

‖U(t)‖2=∫
1

0
U(x,t)TU(x,t)dx( )

1
2

是L2 范数,‖·‖ 表示欧几里得范数.
证  对于目标系统(7)-(10),考虑Lyapunov函数

V(t)=X(t)TPX(t)+a∫
1

0
W(x,t)TQW(x,t)dx (36)

这里P=PT >0是Lyapunov方程

P(A+BK)+(A+BK)TP=-I
的解,Q=QT >0是Lyapunov方程

(-D)TQ+Q(-D)=-I
的解,a>0是需要被确定的参数.首先证明存在常数b>0,使得下式成立

V
·
(t)≤V(0)e-bt

对Lyapunov函数(36)两边关于t求导得,

V
·
(t)=X

·
(t)TPX(t)+X(t)TPX

·
(t)+

a∫
1

0
Wt(x,t)TQW(x,t)+W(x,t)TQWt(x,t)( )dx

再由(7)-(10)式得

V
·
(t)=-‖X(t)‖2+2PBW(0,t)( ) TX(t)+a∫

1

0
Wxx(x,t)TW(x,t)dx

先来估计第二项,根据柯西不等式和Young不等式,有

PBW(0,t)( ) TX(t)≤ ‖PB‖2‖W(0,t)‖2+
1
4‖X

(t)‖2

这里 ‖W(0,t)‖2=W(0,t)TW(0,t).
又由Agmon不等式
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max
0≤x≤1

‖Z(x,t)‖2 ≤ ‖Z(1,t)‖2+2‖Z(t)‖2‖Zx(t)‖2

及W(1,t)=0得

‖W(0,t)‖2 ≤ max
0≤x≤1

‖W(x,t)‖2 ≤ ‖W(1,t)‖2+2‖W(t)‖2‖Wx(t)‖2=

2‖W(t)‖2‖Wx(t)‖2
由Poincaré不等式

∫
1

0
‖Z(x)‖2dx≤2‖Z(1)‖2+4∫

1

0
‖Zx(x)‖2dx

及W(1,t)=0得

‖W(t)‖2=2‖Wx(t)‖2 (37)
这里

‖W(x,t)‖2=W(x,t)TW(x,t)
于是

PBW(0,t)( ) TX(t)≤4‖PB‖2‖Wx(t)‖22+
1
4‖X

(t)‖2 (38)

令

W(x,t)= w1(x,t),w2(x,t),…,wm(x,t)( ) T

则􀆟xwi(0,t)=wi(1,t)=0,i=1,2,…,m 且

∫
1

0
Wxx(x,t)TW(x,t)dx=-‖Wx(t)‖22 (39)

由(38)-(39)式可得

V
·
(t)≤-

1
2‖X

(t)‖2- a-8‖PB‖2( ) ‖Wx(t)‖22

取

a=8‖PB‖2+μ
则有

V
·
(t)≤-

1
2‖X

(t)‖2-μ‖Wx(t)‖22

由(37)式可得

V
·
(t)≤-

1
2‖X

(t)‖2-μ
4‖W

(t)‖22

又由文献[12]知

Λ‖W(t)‖22 ≤∫
1

0
W(x,t)TQW(x,t)dx≤μ‖W(t)‖22

其中Λ 是Q 的最小特征值,μ 是Q 的最大特征值.所以

V
·
(t)≤-εV(t)

其中

ε=min
1
2
,1
4a

æ

è
ç

ö

ø
÷

就可以得到

V(t)≤V(0)e
-

t
ε

现在需要建立闭环系统的范数 ‖ X(t),U(t)( ) ‖ 和V(t)之间的关系.从变换(6)中可以得到

‖W(t)‖2 ≤ ‖U(x,t)‖2+‖∫
x

0
Φ(x,y)U(y,t)dy‖2+‖ΦX(t)‖2
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由文献[12]知

‖∫
x

0
Φ(x,y)U(y,t)dy‖2 ≤ζ‖U(y,t)‖

又根据Schwartz不等式有

‖ΦX(t)‖22=∫
1

0
‖Φ(x)X(t)‖2dx≤∫

1

0
‖Φ(x)‖2‖X(t)‖2dx=

‖Φ‖22‖X(t)‖2

这里

‖Φ‖2=∫
1

0
‖Φ(x)‖2dx( )

1
2

因此

‖W(t)‖2 ≤ (1+ζ)‖U(t)‖2+‖Φ‖2‖X(t)‖ (40)

同样的方法由(27)式可以得到

‖U(t)‖2 ≤ (1+η)‖W(t)‖2+‖N‖2‖X(t)‖ (41)

这里

‖N‖2=∫
1

0
‖N(x)‖2dx( )

1
2

又由(41)式可得

‖X(t)‖2+‖U(t)‖22 ≤
(1+2‖N‖22)

λmin(P)
X(t)TPX(t)+

2(1+η)2

a a‖W(t)‖22 ≤

γV(t)≤γV(0)e
-

t
ε (42)

这里

γ=max
(1+2‖N‖22)

λmin(P)
,2(1+η)2

a{ }
另一方面,根据(40),下面式子是成立的

‖W(0)‖2 ≤ (1+ζ)‖U(0)‖2+‖Φ‖2‖X(0)‖
那么

V(0)δ‖(X(0),U(0))‖2 (43)

这里

δ=maxλmax(P)+2aμ‖Φ‖22,2aμ(1+ζ)2{ }

因此,由(42)和(43)式,就证明了

‖X(t)‖2+‖U(t)‖22 ≤σ ‖X(0)‖2+‖U(0)‖22( )e
-

t
ε

是成立的,这里σ=γδ.从而就证明了闭环系统是指数稳定的.
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BoundaryControlofaClassofCoupled
Reaction-DiffusionSystems
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Abstract:ThispaperusesthebacksteppingmethodtostudyaclassofPDE-ODEcoupledsystems,thefo-
cusbeingplacedonthereaction-diffusionsystemofcoupledlinearequationswithaheatsource.Theexist-
enceofthekernelfunctionisshown,andthestabilityoftheclosedloopsisachieved.
Keywords:reaction-diffusionequation;coupledsystem;boundarycontrol
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