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一种新的混合共轭梯度算法①

韩 信, 张俊容, 王森森

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:根据现有的共轭梯度算法,提出了一种新的求解无约束优化问题的混合共轭梯度法.在每一步迭代过程中,

新算法总是能生成一个充分下降方向.在 Wolfe线搜索下,提出的算法具有全局收敛性.数值实验表明该算法具有

良好的计算性能.
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考虑下面的无约束优化问题

min{f(x):x∈Rn} (1)
其中f:Rn →R是连续可微函数,Rn 表示n维欧氏空间,g是f的梯度向量,即g(x)=∇f(x).共轭梯

度法是求解无约束优化问题(1)的一种十分有效的算法.该算法的一般迭代格式如下:

xk+1=xk +αkdk (2)
这里αk 是由某种线搜索获得的迭代步长,并且

dk =
-gk k=1

-gk +βkdk-1 k>1{ (3)

为搜索方向,βk 为共轭参数.迭代步长αk 通常由如下的 Wolfe线搜索

f(xk +αkdk)-f(xk)≤δαkgT
kdk

g(xk +αkdk)Tdk ≥σgT
kdk (4)

或者强 Wolfe线搜索

f(xk +αkdk)-f(xk)≤δαkgT
kdk

|g(xk +αkdk)Tdk|≤σ|gT
kdk| (5)

获得.这里δ 与σ 均为参数,且0<δ<σ<1.对于共轭参数βk 的选取[1-7],有如下6种经典的形式:

βFR
k =

‖gk‖2

‖gk-1‖2
   βDY

k =
‖gk‖2

dT
k-1yk-1

   βCD
k =-

‖gk‖2

dT
k-1gk-1

βPRP
k =

gT
kyk-1

‖gk-1‖2
   βHS

k =
gT

kyk-1

dT
k-1yk-1

   βLS
k =-

gT
kyk-1

dT
k-1gk-1

其中:yk-1=gk -gk-1,‖·‖ 代表欧氏范数.
上面的6种算法的全局收敛性和数值表现有所不同.众所周知,虽然FR法、DY法和CD法实际计算效
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果一般,但是它们具有很好的全局收敛性;另外,尽管PRP法、HS法和LS法在一般情形下可能不收敛,
但是它们具有良好的数值表现.在以上方法的基础上,很多学者试着构造一种既具有好的收敛性质又具有

优秀的数值表现的新算法.一种思路是直接对上面的共轭参数βk 进行改良,例如文献[8-10].另外就是将

收敛性好和数值计算性能优良的方法进行有效混合,例如文献[11].
2006年,文献[8]提出了FR法的一种改进形式:

βVFR
k = μ1‖gk‖2

μ2|gT
kdk-1|+μ3‖gk-1‖2

其中:μ1∈(0,+∞),μ2∈(μ1+ε1,+∞),μ3∈(0,+∞),且ε1 为给定的正参数.在任意线搜索条件

下,该方法都具有充分下降性.
此后,文献[9]给出了HS法的一种改良公式:

βYWH
k =

‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖g

T
kgk-1

dT
k-1yk-1

(6)

在强 Wolfe线搜索条件(5)下,若0<σ<
1
3
,则该算法能生成充分下降方向并且具有全局收敛性.

最近,基于文献[8]的想法,文献[10]引进了PRP法的一种修正形式:

βDPRP
k =

‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖

|gT
kgk-1|

μ|gT
kdk-1|+‖gk-1‖2

(7)

其中参数μ>1.在任意线搜索条件下,该方法都具有充分下降性.在Wolfe线搜索条件(4)下,该算法具有

全局收敛性.
受文献[8]和[10]的启示,本文提出了一种新的混合共轭梯度方法HZW法,其共轭参数如下:

βHZW
k =

‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖

max{0,gT
kgk-1}

max{u|gT
kdk-1|+‖gk-1‖2,dk-1

Tyk-1}
(8)

其中参数u>1.由(8)式易得,βHZW
k 为βDPRP

k ,βYWH
k ,βVFR

k 和βDY
k 的一种混合.新的混合算法HZW法继承了

DPRP法、YWH法、VFR法和DY法的优点,既具有好的全局收敛性又有出色的数值表现.

1 新的混合型共轭梯度算法及其性质

基于(8)式,我们将给出新的混合共轭梯度法HZW的算法步骤.
HZW 算法

步骤0 给定初始点x1 和精度ε>0.令k:=1,并计算d1=g1.
步骤1 若 ‖gk‖ ≤ε,停止.否则,转步骤2.
步骤2 按 Wolfe线搜索(4)式,计算迭代步长αk.
步骤3 由xk+1=xk +αkdk,gk+1=g(xk+1)生成新的迭代点并根据(8)式计算βHZW

k+1 .
步骤4 由dk+1=-gk+1+βHZW

k+1dk 计算新的搜索方向.令k:=k+1,转步骤1.
下面,我们将给出算法HZW中的共轭参数βHZW

k 所具有的性质.
引理1 若共轭参数βHZW

k 由(8)式定义,则

0≤βHZW
k ≤βFR

k    ∀k≥2

  证  根据βHZW
k 的定义,有

βHZW
k =

‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖

max{0,gT
kgk-1}

max{u|gT
kdk-1|+‖gk-1‖2,dT

k-1yk-1}
≥
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‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖

‖gk‖‖gk-1‖

max{u|gT
kdk-1|+‖gk-1‖2,dk-1

Tyk-1}
=0 (9)

另一方面,对βHZW
k 适当放大,就有

βHZW
k =

‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖

max{0,gT
kgk-1}

max{u|gT
kdk-1|+‖gk-1‖2,dT

k-1yk-1}
≤

‖gk‖2

u|gT
kdk-1|+‖gk-1‖2

≤
‖gk‖2

‖gk-1‖2
=βFR

k (10)

综上,结论得证.
下面的引理将说明算法HZW具有充分下降性.
引理2 若目标函数f(x)是光滑的.设{gk}和{dk}是由算法HZW生成的序列.则

gT
kdk ≤-c‖gk‖2 (11)

对任意的k≥1都成立,其中c和u 均为参数,且c=1-
1
u
,u>1.

证  由βHZW
k 的定义和(9)式,可知

0≤βHZW
k =

‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖

max{0,gT
kgk-1}

max{u|gT
kdk-1|+‖gk-1‖2,dk-1

Tyk-1}
≤

‖gk‖2

u|gT
kdk-1|

(12)

结合(3)式,有

gT
kdk ≤-‖gk‖2+βHZW

k |gT
kdk-1|≤-‖gk‖2+

‖gk‖2

u|gT
kdk-1|

|gT
kdk-1|=-c‖gk‖2

从而,结论得证.

2 全局收敛性

为了证明算法HZW的全局收敛性,下面给出一些标准假设:

假设A 目标函数f(x)的水平集L={x ∈Rn:f(x)≤f(x1)}有界,其中x1 为所给的初始点.
假设B 在L的某个邻域N内,目标函数f(x)在N上连续可微且导函数g(x)在N上Lipschitz连续,

即存在常数L >0,使得

‖g(x)-g(y)‖ ≤L‖x-y‖,∀x,y∈N
  接下来给出著名的Zoutendijk条件.该引理经常被用来证明共轭梯度算法的全局收敛性.

引理3[12] 假设A和B都成立.考虑形如(2)式和(3)式的任意迭代算法,若搜索方向dk 是一个下降

方向,步长αk 满足 Wolfe线搜索条件(4),则

∑
+∞

k=1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
<+∞ (13)

根据(11)式,不难得到与Zoutendijk条件(13)等价的不等式

∑
+∞

k=1

‖gk‖4

‖dk‖2
<+∞ (14)

现在,我们建立算法HZW的全局收敛定理.
定理1 假设A和B都成立.{gk}和{dk}是由算法HZW生成的序列,则

liminf
k→+∞

‖gk‖=0 (15)

  证  假设(15)式不成立,即存在常数r>0以及无穷多个k,有

‖gk‖ ≥r (16)
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在(3)式中,令βk =βHZW
k .当k≥2时,对(3)式两边取模的平方,可得

‖dk‖2=‖gk‖2+(βHZW
k )2‖dk-1‖2-2βHZW

k gT
kdk-1 (17)

由βHZW
k 的定义和(12)式,可知

-2βHZW
k gT

kdk-1 ≤2βHZW
k |gT

kdk-1|≤2
‖gk‖2

u
(18)

将(10)式和(18)式应用到(17)式中,有

‖dk‖2 ≤ ‖gk‖2+
‖gk‖4

‖gk-1‖4
‖dk-1‖2+2

‖gk‖2

u =

‖gk‖4

‖gk-1‖4
‖dk-1‖2+

u+2
u ‖gk‖2 (19)

(19)式两边同时除以 ‖gk‖4,可得

‖dk‖2

‖gk‖4
≤
‖dk-1‖2

‖gk-1‖4
+
u+2
u

1
‖gk‖2

(20)

对(20)式,使用递归法.并注意到

‖d1‖2=-gT
1d1=‖g1‖2

就有

‖dk‖2

‖gk‖4
≤

u+2
u ∑

k

j=1

1
‖gj‖2

(21)

结合(16)式和(21)式,有

‖gk‖4

‖dk‖2
≥

r2

k
u

u+2
(22)

(22)式说明

∑
+∞

k=1

‖gk‖4

‖dk‖2
=+∞

这与(14)式相矛盾,也即与引理3矛盾.因此,原结论成立.

3 数值实验

为了清楚的检验算法HZW的实际计算效果利用文献[13]中的11个测试函数进行数值测验.现将要比

较的算法,一一列举如下:

DY:戴彧虹和袁亚湘[2]提出的经典算法,共轭参数βk=βDY
k ;

YWH:文献[9]引进的算法,共轭参数βk=βYWH
k 由(6)式给出;

DPRP:文献[10]定义的算法,共轭参数βk=βDPRP
k 由(7)式给出;

HZW:本文所提出的算法,共轭参数βk=βHZW
k 由(8)式确定.

实验采用 Wolfe线搜索条件(4),并且均利用 MATLAB编程实现.算法测试的环境是 Windows7操

作系统,AMDAthlon(tm)IIDual-CoreM3202.00GB内存.算法中参数取值为:u=1.1,δ=0.0001,

σ=0.1.终止条件为:‖gk‖≤10-7,或者算法的迭代时间超过3600s.将HZW算法与DPRP,YWH以

及DY法进行比较,20个算例详细报告见表1.在表1中:F 为测试函数的名称;M 为共轭梯度算法的

名称;n为测试函数的维数;I为算法解决某一测试问题的迭代次数;T 为算法解决某一测试问题的计

算时间;Ng 为算法解决某一测试问题的最终梯度范数,即‖gk‖;S 为若算法的终止条件满足,令S=
1,否则,令S=0.

表1的测试结果表明,算法HZW的计算性能比另外3种算法要好得多.另外,DPRP法在求解120维

dixmaane问题与dixmaang问题时迭代失败,DY法在求解120维dixmaang问题和1000维raydan2问题

时迭代失败,但HZW法和YWH法均迭代成功.
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表1 数值结果

F M n I T/s Ng S

almostperturbedquadratic HZW 200 133 1287.3296 5.0439e-07 1
DPRP 200 218 2137.9861 8.4069e-07 1
YWH 200 140 1380.1086 9.5256e-07 1
DY 200 143 1376.9103 9.4747e-07 1

almostperturbedquadratic HZW 300 139 2300.4001 6.6973e-07 1
DPRP 300 185 3099.1275 6.3946e-07 1
YWH 300 187 3207.5509 9.7084e-07 1
DY 300 156 2666.6272 9.0117e-07 1

bdexp HZW 50 5 401.3610 8.9949e-07 1
DPRP 50 5 409.2535 8.9949e-07 1
YWH 50 5 414.3139 9.0689e-07 1
DY 50 5 407.2414 4.3232e-07 1

bdexp HZW 100 6 1538.6706 6.7823e-08 1
DPRP 100 6 1543.5821 6.7823e-08 1
YWH 100 6 1549.9079 6.6964e-08 1
DY 100 6 1544.1076 5.1745e-08 1

diagonal2 HZW 50 46 229.9077 8.2240e-07 1
DPRP 50 65 330.4623 6.2068e-07 1
YWH 50 51 256.3989 8.2038e-07 1
DY 50 85 430.9231 8.7245e-07 1

diagonal2 HZW 100 72 1180.8237 6.5700e-07 1
DPRP 100 107 1808.8201 6.2283e-07 1
YWH 100 77 1265.9155 7.5556e-07 1
DY 100 114 1913.7851 8.9841e-07 1

diagonal7 HZW 50 11 32.7085 2.4480e-07 1
DPRP 50 36 109.5043 4.0673e-07 1
YWH 50 13 37.8975 9.4425e-07 1
DY 50 75 214.5725 8.4267e-08 1

diagonal7 HZW 100 11 75.3309 3.4621e-07 1
DPRP 100 35 246.1999 8.4795e-07 1
YWH 100 14 94.9277 9.3517e-07 1
DY 100 71 471.0187 2.4894e-07 1

dixmaane HZW 45 49 193.6112 9.3740e-07 1
DPRP 45 168 621.4961 9.6003e-07 1
YWH 45 56 214.1029 8.9917e-07 1
DY 45 65 238.2719 9.6238e-07 1

dixmaane HZW 120 86 1707.2329 8.8727e-07 1
DPRP 120 186 3608.6285 1.3666e-05 0
YWH 120 87 1713.9857 7.8336e-07 1
DY 120 107 2026.6922 9.3593e-07 1

dixmaang HZW 51 55 688.3511 5.9229e-07 1
DPRP 51 156 1816.3331 7.5896e-07 1
YWH 51 61 751.8467 9.7877e-07 1
DY 51 63 741.8217 9.7429e-07 1
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 续表1

F M n I T/s Ng S

dixmaang HZW 120 80 3478.7801 7.2696e-07 1
DPRP 120 86 3641.5239 1.3000e-03 0
YWH 120 79 3577.3042 7.2217e-07 1
DY 120 88 3609.1868 1.5596e-05 0

dqdrtic HZW 50 90 208.6881 4.6276e-07 1
DPRP 50 365 872.7463 7.6030e-07 1
YWH 50 123 293.2834 7.2889e-07 1
DY 50 216 542.8693 9.9269e-07 1

dqdrtic HZW 150 88 701.8509 5.3794e-07 1
DPRP 150 309 2495.1985 7.9407e-07 1
YWH 150 115 917.4572 9.0641e-07 1
DY 150 111 894.7572 4.2012e-07 1

himmelbg HZW 100 4 272.9228 9.3254e-07 1
DPRP 100 6 449.4341 1.4466e-07 1
YWH 100 6 444.2546 3.6676e-07 1
DY 100 4 277.8384 5.1342e-07 1

himmelbg HZW 500 5 2737.8371 1.1964e-07 1
DPRP 500 6 3347.3094 3.2346e-07 1
YWH 500 6 3326.0771 8.2009e-08 1
DY 500 5 2755.1789 3.7189e-08 1

liarwhd HZW 20 40 167.7629 8.2879e-07 1
DPRP 20 79 342.0655 5.6039e-07 1
YWH 20 52 210.6898 8.8377e-07 1
DY 20 108 466.2991 3.9893e-07 1

raydan1 HZW 60 72 327.9761 9.5029e-07 1
DPRP 60 91 436.0748 7.3758e-07 1
YWH 60 98 513.0779 6.1470e-07 1
DYW 60 73 339.8264 9.9757e-07 1

raydan2 HZW 200 5 61.8207 5.6748e-07 1
DPRP 200 6 75.3047 5.6570e-12 1
YWH 200 6 79.0114 3.2453e-09 1
DY 200 8 99.8401 9.3073e-07 1

raydan2 HZW 1000 6 2951.5663 2.4576e-14 1
DPRP 1000 6 2991.7771 1.2646e-11 1
YWH 1000 6 3004.2857 7.2568e-09 1
DY 1000 8 3976.3708 2.0812e-06 0

4 结 论

本文构造的算法HZW,在任何线搜索条件下,都具有充分下降性.采用 Wolfe线搜索时,算法 HZW
具有良好的全局收敛性,且在实际计算中,具有出色的数值表现.
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ANewHybridConjugateGradientAlgorithm

HAN Xin, ZHANGJun-rong, WANGSen-sen
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Basedonsomepreviousconjugategradientalgorithms,anewhybridconjugategradientalgo-
rithmisputforwardforsolvingunconstrainedoptimizationproblems.Thisalgorithmalwaysgeneratesa
sufficientdescentdirectionateachiteration.Furthermore,weshowthattheproposedalgorithmpossesses
globalconvergenceundertheWolfelinesearch.Finally,somenumericalresultsarereported,whichalso
demonstratethatouralgorithmpossessesgoodcomputationalperformance.
Keywords:unconstrainedoptimization;hybridconjugategradientmethod;sufficientdescent;globalcon-

vergence
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