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有限群可解的一个充分条件①
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摘要:证明了如下定理:设G 是有限群,πe(G)是G 中元素的阶之集,如果πe(G)∩{2}=Ø,或πe(G)∩{3,4}=

Ø,或πe(G)∩ {3,5}=Ø,则G 可解.进一步,用与πe(G)的交为空集来判定G 可解,仅有上述3种情形.
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设G 是有限群,群G 的阶|G|和G 中元素的阶之集πe(G)是G 的两个最基本的数量集.用群的阶研

究群,群论史上有很多有名的工作.而采用πe(G)研究单群最早可见文献[1].文献[1]的主要结论是:

引理1[1] 设G 是有限群,πe(G)={1,2,3,5},则G ≅A5.
由文献[2],容易得出如下结论:
引理2[2] 设G 是有限群,πe(G)={2,(2n -1)和(2n +1)的因子},n≥2,则G ≅L2(2n).
对于系列单群Sz(22m+1),我们也有如下结论:

引理3[3] 设G 是有限群,πe(G)={2,4,(22m+1-1)和(22m+1-2m+1+1)以及(22m+1+2m+1+1)的

因子},m ≥1,则G ≅Sz(22m+1).
在本文的讨论中,我们将用到上述3个引理.
对照用群G的阶|G|研讨有限群,我们可以用πe(G)提出相类似的有意义的问题:如元的阶给定的有

限群,它们的同构类的个数,即h函数[4].对于h函数为1的有限群,即可用πe(G)刻画的有限群已有大量

的研究结果,最近的结果可参考文献[5].
同样地,对照CLT群(即Lagrange逆定理成立的有限群,见文献[6]),我们提出了COE群[7].
对照用群的阶判定群G 可解[8],本文给出用πe(G)来判断G 可解的结论.可以说,这是用πe(G)判定

G 为单群,即如下定理的一个补充:
定理1[9] 设G 是有限群,πe(G)是G 中元的阶之集,|π(G)|记为πe(G)中素数的个数,|χ(G)|

记为πe(G)中合数的个数,则|π(G)|≦|χ(G)|+3.而若|π(G)|=|χ(G)|+3,则G 为单群.
定义1 设G 是有限群,πe(G)记为G 中元的阶之集.如果由πe(G)∩T=Ø 可推出G 为可解群,则

数量集T 称为G 的交空可解集(简称为交空集).
当交空可解集T 的元素的个数|T|=1时,由Feit-Thompson的奇阶群可解定理即知,T={2}.而当

T 为其它数量集时,均有不可解(单)群的例子.于是|T|=1时的交空集为T={2}.
当|T|=2时,如T={2,*},其中*为任意一个大于2的整数,同样可得G 可解,我们不考虑这类
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平凡的情形.于是,可设T={3,**},其中 ** 为任意一个大于3的整数.
文献[10]给出了所有的极小单群,它们是:
引理4[10] 极小单群有以下5个类型:

L2(p),p>3,5⫮(p2-1),p 为素数;

L2(2p),p 为素数;

L2(3p),p 为奇素数;

L3(3);

Sz(22m+1),2m+1为奇素数.
注意到这5类极小单群中,前4类单群均含有3阶元,而对第5类单群Sz(22m+1),由

πe(Sz(22m+1))={2,4,(22m+1-1)和(22m+1-2m+1+1)以及(22m+1+2m+1+1)的因子}   m ≥1
知单群Sz(22m+1)不含3阶元,但含4阶元和5阶元(由5|(24m+2+1),即推出5|(22m+1-2m+1+1)(22m+1+
2m+1+1)).于是当|T|=2时,T= {3,4}以及T= {3,5}均为交空集.事实上,只有这两种情形为

|T|=2时的交空集.
(a)设T={3,x},其中x 为任意一个大于5的整数.注意到

πe(Sz(23))={1,2,4,5,7,13}
而

πe(Sz(25))={1,2,4,5,25,31,41}
于是除{1,2,4,5}外,上述的两个极小单群没有共同的元的阶.则对任意一个大于5的整数x均能找到反

例,即使T 为交空集的x 不存在.
(b)设T={4,y},其中y 为任意一个大于4的整数.注意到

πe(A5)={1,2,3,5}
要排除这种情形,y 只能取5,而由

πe(L2(23))={1,2,3,7,9}
知,使T 为交空集的y 不存在.

(c)设T={5,z},其中z为任意一个大于5的整数.同样由:

πe(L2(23))={1,2,3,7,9}

πe(L2(25))={1,2,3,11,31,33}
得这样的z不存在.

而当|T|=2,T 为其它数量集时,πe(A5)={1,2,3,5}即为其反例.
下面考虑|T|=3时的交空集.设T={n1,n2,n3},由前面的讨论知n1,n2,n3 均为奇数,且可设

n1 <n2 <n3

  如n1=3,当n2 ∈ {4,5}或n3 ∈ {4,5}时为上述已经讨论情形的平凡推论.
于是可设n2 >5,n3 >6.注意到:

πe(Sz(23))={1,2,4,5,7,13}

πe(Sz(25))={1,2,4,5,25,31,41}
而

πe(Sz(27))={1,2,4,5,29,113,127,145}
于是无论n2 和n3 取何值时均有反例,即这样的使T 为交空集的n2 和n3 不存在.

如n1=4,可设n2 >4,n3 >5.注意到:

πe(L2(23))={1,2,3,7,9}

πe(L2(25))={1,2,3,11,31,33}

πe(L2(27))={1,2,3,43,127,129}
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于是无论n2 和n3 取何值时均有反例,即这样的使T 为交空集的n2 和n3 不存在.
对于n1=5的情形同样可以给出证明.对于n1>5的情形,πe(A5)={1,2,3,5}即为其反例.则不存

在|T|=3时的非平凡的交空集.
最后考虑|T|>3时的交空集.我们用与上面类似的论证来证明不存在|T|>3时的非平凡的交空集.

为此,先给出数论的一个引理:
引理5 设m,n 是两个正整数,(m,n)=d,则(2m -1,2n -1)=2d -1.
证  不妨设m=nq+r,0≤r<n,则

2m -1=2nq+r -1=2r(2nq -1)+2r -1≡2r -1(mod(2n -1))
于是

(2m -1,2n -1)=(2r -1,2n -1)=(2n -1,2r -1)
若r≠0,继续对n,r作辗转除法,就可得

(2m -1,2n -1)=(2n -1,2r -1)=…=2d -1
  注1 引理5也可由文献[11]第七章第四节的定理1直接推出.
  推论1 设p,q为相异的素数.则

πe(L2(2p))∩πe(L2(2q))={1,2,3}

  证  事实上,由:

|L2(2p)|=2p(22p -1)   |L2(2q)|=2q(22q -1)

以及(2p,2q)=2和引理5知,除1,2,3外,L2(2p)和L2(2q)中不含阶相同的元素.
推论2 设p,q为相异的奇素数.则πe(Sz(2p))∩πe(Sz(2q))={1,2,4,5}.
证  先证明与引理5类似的数论结果.
设p,q为相异的奇素数,则(22p +1,22q +1)=5.事实上,

(22p +1,22q +1)|(24p -1,24q -1)
由引理5知

(24p -1,24q -1)=24-1=3×5
但3不整除22p +1,于是(22p +1,22q +1)=5.同样地,容易证明

(22p +1,2q -1)=(22q +1,2p -1)=1
于是结论成立.

设|T|=s>3,可令

T={n1,n2,n3,…,ns}   n1 <n2 <n3 < … <ns,s>3
  如上所述,n1=2,或 {n1,n2}= {3,4},或 {n1,n2}= {3,5}均为上述情形的平凡推广.而当n1>5
时,A5 为其反例.于是只有如下的可能情形出现:

(d)设T={3,n2,n3,…,ns},其中n2 为大于5的整数.注意到

πe(Sz(2p))∩πe(Sz(2q))={1,2,4,5}

而对于任意的Sz(2p),至少有1个不属于{1,2,4,5}的数属于πe(Sz(2p)),它不出现在任一其它的

πe(Sz(2q))中.于是对任意的s=|T|,只要对Sz(2p)取足够多的素数p,均能找到反例,即这样的使T
为交空集的T 不存在.

(e)设T={4,n2,n3,…,ns},其中n2 为大于4的整数.注意到

πe(L2(2p))∩πe(L2(2q))={1,2,3}

而对于任意的L2(2p),至少有1个不属于{1,2,3}的数属于πe(L2(2p)),它不出现在任一其它的

πe(L2(2q))中.于是对任意s=|T|,只要对L2(2p)取足够多的素数p,均能找到反例,即这样的使T 为

交空集的T 不存在.
由此,我们得出如下定理:
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定理2 设G 是有限群,πe(G)是G 中元素的阶之集.如果2∉πe(G),或πe(G)∩{3,4}= Ø,或

πe(G)∩ {3,5}= Ø,则G 可解.进一步,仅用πe(G)的交空集T 来判定G 是否可解,仅有3种情形,
即T= {2},{3,4},{3,5}.
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Abstract:Thefollowingtheoremisproved:LetGbeafinitegroupandπe(G)bethesetofelementorders
inG.Ifπe(G)∩{2}=Ø,orπe(G)∩{3,4}=Ø,orπe(G)∩{3,5}=Ø,thenGissolvable.Further-
more,usingtheintersectionwithπe(G)beingemptysettojudgeGissolvableornot,onlytheabove
threecases.
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