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摘要:非负矩阵的谱半径估计是非负矩阵理论研究的重要课题之一.如果谱半径的上界能够表示为非负矩阵元素

的易于计算的函数,那么这种估计价值更高.结合非负矩阵的迹分两种情况给出非负矩阵谱半径的上界序列,并且

给出数值例子加以说明.
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非负矩阵的谱半径估计不仅在理论数学方面是重要的,而且在迭代计算过程方面也是重要的.对于非

负矩阵谱半径的估计,目前已有许多研究,如文献[1-3].
为了叙述方便,本文采用以下的符号和记法:

不失一般性,假设n阶矩阵A≥0,ρ(A)表示非负矩阵A 的谱半径.对i=1,2,…,n,ri(A)表示矩阵

A 的第i行的行和,R(A)和r(A)分别表示矩阵A 的最大行和与最小行和,C(A)和c(A)分别表示矩阵A
的最大列和与最小列和.

著名的Frobenius定理[1]得到如下结论:

r(A)≤ρ(A)≤R(A) (1)

  正矩阵是非负矩阵的子类,具有非负矩阵的所有性质.文献[4-6]在(1)式的基础上给出了正矩阵最

大特征值的界值定理.
定理1[4] 设A=(aij)n×n >0且r<R,则其最大特征值ρ(A)满足
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定理2[5] 设A=(aij)n×n >0,则其最大特征值ρ(A)满足
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其中σ=
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,r,R,η 的定义同定理1.
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定理3[6] 设A=(aij)n×n >0,则其最大特征值ρ(A)满足
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其中r,R,η 的定义同定理2,且:

g=
R-2η+ R2-4η(R-r)

2r-η( )
   h= -r+2η+ r2+4η(R-r)

2η
  关于正矩阵最大特征值的界,在涉及r,R 和η 的一切可能的界值中,定理3的结果是最好的.

本文结合非负矩阵的迹分两种情况给出非负矩阵谱半径的上界,并且给出数值例子加以比较.

1 非负矩阵谱半径的上界估计

文献[7]提出:若A 为具有实特征值的n 阶复矩阵,则A 的所有特征值λi 位于区间
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I为n 阶单位矩阵,trA 为矩阵A 的迹,序列{αp}单调递减,且
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  本文在上述结果的基础上,分两种情况给出非负矩阵谱半径的上界估计.
定理4 设A ≥0,且AT=A.则
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  证 由A≥0,且AT=A,可知A 的特征值λi 均为实数.特别地,非负对称矩阵A 的谱半径ρ(A)也
是矩阵A 的特征值,故定理4成立.

定理4对非负对称矩阵A 的谱半径的上界进行了估计.当A ≥0且A 不对称时,有:

定理5 设A ≥0,则
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  证  由A≥0,构造矩阵M(A)=
A+AT

2
,可知M(A)为非负对称矩阵,则其特征值均为实数.注意

到tr(M(A))=trA,结合定理4,有
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2 数值例子

例1 考虑非负对称矩阵A=

1 2 3

2 6 4

3 4 1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
.关于矩阵A的谱半径的上界,运用文献[1,4-6],分别得到:

ρ(A)<12,ρ(A)<11.8660,ρ(A)<11.6742,ρ(A)<11.4772.应用定理4,得ρ(A)≤9.4816(p=6).
实际上,ρ(A)≈9.4669.从数据来看,估计结果是很精确的.

例2 考虑非负矩阵B=
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.关于矩阵B 的谱半径的上界,运用定理5有下面的比较结果

(表1):实际上,ρ(B)≈5.7417.从数据来看,非负矩阵B 的谱半径上界的估计结果得到了改进.
表1 非负矩阵B 的谱半径的上界比较结果

行 列

文献[1] ρ(B)<8 ρ(B)<7

文献[4] ρ(B)<7.8661 ρ(B)<6.9259

文献[5] ρ(B)<7.6547 ρ(B)<6.8165

文献[6] ρ(B)<7.4642 ρ(B)<6.7016

定理5 ρ(B)≤6.3689(p =1) ρ(B)≤6.3689(p =2)

ρ(B)≤6.2427(p =3) ρ(B)≤6.1572(p =4)

ρ(B)≤6.1071(p =5) ρ(B)≤6.0779(p =6)

  从以上的两个例子可以看出,对一个非负矩阵,不管其对称还是非对称,都可以构造一个基于矩阵迹

的单调递减序列,有效地改进非负矩阵谱半径的上界估计结果.
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Abstract:Estimationofthespectralradiusofnonnegativematricesisanimportantpartinthetheoryof

nonnegativematrices.Theestimateswillbeofgreaterpracticalvalueiftheupperboundsofthespectralra-

diusareexpressedasafunctionoftheelementofanonnegativematrixwhichiseasytocalculate.Inthis

paper,weobtainadecreasingsequenceoftheupperboundsforthespectralradiusofanonnegativematrix

basedonthetraceofmatrix.Numericalexamplesaregiventoillustratetheeffectivenessofthemethod.
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