
第39卷第6期         西 南 大 学 学 报 (自然科学版)           2017年6月

Vol.39 No.6 JournalofSouthwestUniversity(NaturalScienceEdition) Jun. 2017

DOI:10.13718/j.cnki.xdzk.2017.06.010

半群Sn(k)的秩①
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摘要:设Singn 是[n]上的奇异变换半群.对任意1≤k≤n-1,研究半群

Sn(k)= {α∈Singn:∀x∈ [n],x≤k⇒xα≤k}

证明了Sn(k)是由秩为n-1的幂等元生成的,并得到半群Sn(k)(k≠2)的秩和幂等元秩都为
n(n-1)
2 .同时,得

到了半群Sn(2)的秩和幂等元秩都为
n(n-1)
2 +1.
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设[n]={1,2,…,n },并赋予自然数的大小序.Tn 是[n]上的全变换半群.令

Singn ={α∈Tn:|im(α)|≤n-1}

则Singn 是全变换半群Tn 的子半群,称Singn 为[n]上的奇异变换半群.对任意1≤k≤n,令

Sn(k)={α∈Singn:∀x∈ [n],x≤k⇒xα≤k}

则显然Sn(n)=Singn.易验证Sn(k)是奇异变换半群Singn 的子半群.
通常,有限半群S 的秩定义为

rankS=min{|A|:A ⊆S,<A>=S}

如果S 由它的幂等元集E 生成,那么S 的幂等元秩定义为

idrankS=min{|A|:A ⊆E,<A>=S}

显然有rankS≤idrankS.
变换半群秩的相关研究一直以来都是半群理论研究中的热点之一(参见文献[1-12]).文献[1]研究了

[n]上的奇异变换半群Singn,并得到了它的秩和幂等元秩都为n(n-1)
2 .文献[2]证明了保序变换半群On

的秩和幂等元秩分别为n 和2n-2.文献[9]研究了变换半群

On(k)={α∈On:∀x∈ [n],x≤k⇒xα≤k}   1≤k≤n-1
的秩和幂等元秩.
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本文将考虑半群Sn(k)的秩和幂等元秩,证明Sn(k)是由秩为n-1的幂等元生成的,并得到半群

Sn(k)(1≤k≤n-1且k≠2)的秩和幂等元秩都为n(n-1)
2 .同时,得到半群Sn(2)的秩和幂等元秩都

为n(n-1)
2 +1.

设U 是半群S 的任意子集,通常用E(U)表示U 中的幂等元之集.本文未定义的术语及记号请参见文

献[13].
为了叙述上的方便,在Sn(k)上引入下面的二元关系:对任意α,β∈Sn(k),定义:

αL◇β⇔im(α)=im(β)

αR◇β⇔ker(α)=ker(β)

αJ◇β⇔|im(α)|=|im(β)|
H◇ =R◇ ∩L◇

则H◇,L◇,R◇ 与J◇ 都是Sn(k)上的等价关系.易见:

H◇ ⊆L◇ ⊆J◇   H◇ ⊆R◇ ⊆J◇

对1≤r≤n-1,记

J◇
r (k)={α∈Sn(k):|im(α)|=r}

则Sn(k)有n-1个J◇ 类:J◇
1 (k),J◇

2 (k),…,J◇
n-1(k).在顶端J◇ 类J◇

n-1(k)中,类似于文献[6],我们

引入以下符号:

R◇
(i,j)(k)={α∈J◇

n-1(k):ker(α)的唯一非单点核类是{i,j}}   1≤i,j≤n;i≠j

L◇
i (k)={α∈J◇

n-1(k):im(α)=[n]\{i}}   1≤i≤n

因此,J◇
n-1 有n个L◇ 类:L◇

1 (k),L◇
2 (k),…,L◇

n (k)和
n(n-1)
2

个R◇ 类R◇
(i,j)(k)(1≤i<j≤n).注

意到R◇
(i,j)(k)=R◇

(j,i)(k).
引理1 设1≤k≤n,α∈Sn(k),则α是幂等元当且仅当对任意t∈im(α),且t≤k,如果k∈tα-1,

有tα=t.
证  众所周知,α∈Singn 是幂等元当且仅当对任意t∈im(α),有t∈tα-1.因此,α∈Sn(k)是幂

等元当且仅当对任意t∈im(α),且t≤k,如果k∈tα-1,有tα=t(若k∈tα-1,则由α∈Sn(k)可得

t=tα=kα≤k).
设α∈Sn(k),令

s(α)=|{x∈ [n]:xα≠x}|
  引理2 设n≥3且1≤k≤n,则

Sn(k)=<E(Sn(k))>

  证  任取α∈Sn(k).注意到:若s(α)=1,则显然α 是幂等元,从而α∈E(Sn(k)).假设

α=
A1 A2 … Ar

a1 a2 … ar

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈Sn(k)

由Sn(k)⊆Singn 可知r≤n-1,从而存在j∈ {1,…,r},使得|Aj|≥2.令:

η=
A1 A2 … Ar

minA1 minA2 … minAr

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

xεj =
aj x∈Aj

minAi x∈Ai,i≠j{
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δ1=
εj aj ∈Aj\{minAj}

η aj ∉Aj 或aj =minAj
{

则由α∈Sn(k)及引理1可得δ1 ∈E(Sn(k)).令

y=
minAj aj ∈Aj\{minAj}

maxAj aj ∉Aj 或aj =minAj
{

则y∈Aj 且y≠aj.注意到:如果aj ∈Aj\{minAj},则aj ∈Aj\{y};如果aj ∉Aj 或aj=minAj,

则minAj ∈Aj\{y}.令

xβ1=

x x=y
aj x∈Aj\{y}

ai x∈Ai,i≠j

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

则α=δ1β1.显然β1 ∈Sn(k)(因为α∈Sn(k))且s(β1)=s(α)-1.对β1 进行类似于α 的讨论,必存在

δ2 ∈E(Sn(k)),β2 ∈Sn(k),使得:

α=δ1δ2β2   s(β2)=s(β1)-1=s(α)-2
  继续上述讨论,必存在δ2,δ3,…,δt∈E(Sn(k)),βt∈Sn(k),使得α=δ1…δtβt 且s(βt)=1(注意

到βt ∈E(Sn(k)),因为s(βt)=1),从而

α∈ <E(Sn(k))>

再由α 的任意性可得

Sn(k)=<E(Sn(k))>

  引理3 设1≤k≤n 且1≤s≤n-2,则

E(J◇
s (k))⊆ <E(J◇

s+1(k))>

  证  当s=1时,任取

α∈
[n]

a

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈E(J◇

1 (k))

则由引理1知a≤k.
若k=1,则a=1.令:

β=
1 {2,…,n}

a 2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷    γ=

{1,2} {3,…,n}

a 3

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

则β,γ∈E(J◇
2 (k))且α=βγ.

若k≠1,设b=min([n]\{1,a}),则显然a≠b.令:

β=
1 {2,…,n}

1 2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷    γ=

{1,…,n-1} n

1 n

æ

è
çç

ö

ø
÷÷    δ=

{1,a} [n]\{1,a}

a b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

则β,γ,δ∈E(J◇
2 (k))且α=βγδ.

当s≥2时,任取

α=
A1 A2 … As

a1 a2 … as

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ∈E(J◇

s (k))

则由引理1可得ai ∈Ai(1≤i≤s).由s≤n-2可知,存在k∈ {1,2,…,s},使得|Ak|≥3,或者

存在i,j∈ {1,2,…,s}且i≠j,使得|Ai|=|Aj|=2.以下我们分两种情形证明α∈ <E(J◇
s+1(k))>.

情形1 存在k∈ {1,2,…,s},使得|Ak|≥3.注意到ai ∈Ai(1≤i≤s).设:

ck =min(Ak\{ak})   dk =min(Ak\{ak,ck})

令:
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β=
A1 … Ak-1 ak Ak\{ak} Ak+1 … As

a1 … ak-1 ak ck ak+1 … as

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

γ=
A1 … Ak-1 {ak,ck} Ak\{ak,ck} Ak+1 … As

a1 … ak-1 ak dk ak+1 … as

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

则由α∈Sn(k)及引理1可得β,γ∈E(J◇
s+1(k))且α=βγ.

情形2 存在i,j∈ {1,2,…,s}且i≠j,使得

|Ai|=|Aj|=2
注意到ai ∈Ai(1≤i≤s),设:

Ai={ai,bi}   Aj ={aj,bj}

令:

β=
A1 … Ai-1 ai bi Ai+1 … As

a1 … ai-1 ai bi ai+1 … as

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

γ=
A1 … Aj-1 aj bj Aj+1 … As

a1 … aj-1 aj bj aj+1 … as

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

则由α∈Sn(k)及引理1可得β,γ∈E(J◇
s+1(k))且α=βγ.

综上所述,由α 的任意性可知

E(J◇
s (k))⊆ <E(J◇

s+1(k))>   1≤s≤n-2
  类似于文献[9],我们用符号[i→j](i≠j)表示半群Singn 中秩为n-1的幂等元ε,这里iε=j,xε=
x(x≠i).设En-1 是半群Singn 中秩为n-1的幂等元之集,则

En-1={[i→j]:1≤i,j≤n 且i≠j}

任意取定1≤k≤n-1,令

EΔ(k)={[i→j]:1≤i≤k<j≤n}

则易验证

E(J◇
n-1(k))=En-1\EΔ(k)

  引理4 设1≤k≤n,则Sn(k)=<En-1\EΔ(k)>.
  证  注意到

E(Sn(k))=∪
n-1

k=1
E(J◇

k (k))

由引理2、引理3可得

Sn(k)=<E(J◇
n-1)>

从而由

E(J◇
n-1(k))=En-1\EΔ(k)

可得

Sn(k)=<En-1\EΔ(k)>

  为方便起见,我们用符号
A1 … Ar

a1 … ar

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
表示半群Singn 中满足如下条件的元素α:

Akα=ak   1≤k≤r
xα=x   x∈ [n]\(A1 ∪ … ∪Ar)

利用上述符号,显然有:

[i→i+1]=
{i,i+1}

i+1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
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[i→i-1]=
{i,i-1}

i-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

  令:

EΔ
n-1={[i→i+1]:1≤i≤n-1}

E∇∇
n-1 ={[j→i]:1≤i<j≤n 且j≠i+1}

任意取定1≤k≤n-1,令:

EΔ
n-1(k)=EΔ

n-1\{[k→k+1]}

G(k)=E∇∇
n-1 ∪EΔ

n-1(k)∪ {[k+1→k]}
则显然有:

G(k)⊆E(J◇
n-1(k))   |G(k)|=

n(n-1)
2

  引理5 设n≥3,则

Sn(k)=
<G(k)> 1≤k≤n-1且k≠2
<G(k)∪ {[2→1]}> k=2{

  证  由引理4可得

Sn(k)=<En-1\EΔ(k)>

只需要证明:

En-1\EΔ(k)⊆ <G(k)>   1≤k≤n-1,k≠2
En-1\EΔ(k)⊆ <G(k)∪ {[2→1]}>   k=2

任意取[a→b]∈En-1\EΔ(k),分以下3种情形讨论:

情形1 a>b.若a>b+1,则

[a→b]∈E∇∇
n-1 ⊆G(k)⊆ <G(k)>

  若a=b+1且a=k+1,则

[a→b]=[k+1→k]∈G(k)⊆ <G(k)>

  若a=b+1且a≠k+1,则

[a-1→a]≠ [k→k+1]

从而

[a-1→a]∈EΔ
n-1(k)⊆G(k)

注意到a>b≥1,以下分3种子情形讨论:

子情形1.1 a≠k.注意到

[a→a+1]∈EΔ
n-1(k)⊆G(k)

且

[a+1→a-1]∈E∇∇
n-1 ⊆G(k)

令

β=[a-1→a][a+1→a-1][a→a+1]

则β∈ <G(k)>,且

β=
{a-1,a}

a

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

{a-1,a+1}

a-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

{a,a+1}

a+1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

{a-1,a} a+1

a+1 a-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

于是

β2=
{a-1,a} a+1

a+1 a-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

2

=
{a-1,a}

a-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=[a→a-1]
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从而

[a→b]=[a→a-1]=β2 ∈ <G(k)>

  子情形1.2 a=k=2.显然b=a-1=1,从而

[a→b]=[2→1]∈ <G(k)∪ {[2→1]}>

  子情形1.3 a=k≥3.显然b=a-1=k-1.注意到

[k-1→k],[k-2→k-1]∈EΔ
n-1(k)⊆G(k)

且

[k→k-2]∈E∇∇
n-1 ⊆G(k)

令

β=[k-1→k][k-2→k-1][k→k-2]

则β∈ <G(k)>,且

β=
{k-1,k}

k

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

{k-2,k-1}

k-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

{k-2,k}

k-2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

k-2 {k-1,k}

k-1 k-2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

于是

β2=
k-2 {k-1,k}

k-1 k-2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

2

=
{k-1,k}

k-1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=[k→k-1]

从而

[a→b]=[k→k-1]=β2 ∈ <G(k)>

  情形2 a<b.若b=a+1,则由

[a→a+1]=[a→b]∈En-1\EΔ(k)

可得a≠k,从而

[a→b]=[a→a+1]∈EΔ
n-1(k)⊆G(k)

若b>a+1,则

[b→a]∈E∇∇
n-1 ⊆G(k)

注意到

EΔ(k)={[i→j]:1≤i≤k<j≤n}

由[a→b]∈En-1\EΔ(k)可得k∉ {a,…,b-1},从而

[b-1→b],…,[a→a+1]∈EΔ
n-1(k)⊆G(k)

令

β=[b→a][b-1→b]…[a→a+1]

则β∈ <G(k)>,且

β=
{a,b}

a

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

{b-1,b}

b

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
…
{a,a+1}

a+1

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

{a,b}

a

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

a … b-2 b-1

a+1 … b-1 b

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

{a,b} a+1 … b-1

a+1 a+2 … b

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

于是

βb-a =
{a,b} a+1 … b-1

a+1 a+2 … b

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

b-a

=
{a,b}

b

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=[a→b]

6 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第39卷



从而

[a→b]=βb-a ∈ <G(k)>

  综上所述,我们已证明:若1≤k≤n-1且k≠2,则[a→b]∈ <G(k)>;若k=2,则[a→b]∈
<G(k)∪ {[2→1]}>.再由[a→b]的任意性可得:

En-1\EΔ(k)⊆ <G(k)>   1≤k≤n-1,k≠2

En-1\EΔ(k)⊆ <G(k)∪ {[2→1]}>   k=2

  引理6 设1≤k≤n-1,G 是Sn(k)的生成集,则对任意1≤i<j≤n,有

|G ∩R◇
(i,j)(k)|≥1

  证  设β=[j→i],则显然β∈Sn(k)∩R◇
(i,j)(k).由G 是Sn(k)的生成集可知,存在α1,α2,…,

αr ∈G,使得β=α1α2…αr(r≥1),于是由|im(β)|=n-1(因为β∈J◇
n-1)及|im(αi)|≤n-1(因为

αi ∈G ⊆Sn(k)⊆Singn)可推出

|im(α1)|=n-1
于是ker(β)=ker(α1),从而βR◇α1.故α1 ∈G ∩R◇

(i,j)(k)(因为β∈R◇
(i,j)(k)).因此

|G ∩R◇
(i,j)(k)|≥1

  引理7 设n≥3,G 是Sn(2)的生成集,则|G ∩R◇
(1,2)(2)|≥2.

证  设ε∈ {[1→2],[2→1]},则ε∈Sn(2)∩R◇
(1,2)(2).由G 是Sn(k)的生成集可知,存在

α1,…,αr ∈G,使得ε=α1α2…αr(r≥1).由ε∈J◇
n-1 可得αr ∈J◇

n-1(否则|im(ε)|=|im(α1α2…αr)|≤

|im(αr)|≤n-2,矛盾),于是

|im(ε)|=|im(αr)|=n-1
从而

im(ε)=im(αr)

即εL◇αr.我们断言αrH◇ε.由αr ∈G ⊆Sn(2)可得1αr ≤2且2αr ≤2.注意到αr ∈J◇
n-1.

若ε=[1→2],则

im(αr)=im(ε)=Xn\{1}

于是

1αr =2αr =2
从而

ker(αr)=ker(ε)

即αrR◇ε.因此αrH◇ε.
若ε=[2→1],则

im(αr)=im(ε)=Xn\{2}

于是

1αr =2αr =1
从而

ker(αr)=ker(ε)

即αrR◇ε.
因此αrH◇ε.再由im([1→2])≠im([2→1])可得([1→2],[2→1])∉H◇,从而|G∩R◇

(1,2)(2)|≥2.
本文的主要结论为:

定理1 设n≥3,则
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rankSn(k)=idrankSn(k)=

n(n-1)
2 1≤k≤n-1,k≠2

n(n-1)
2 +1 k=2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

  证  注意到:

G(k)⊆E(J◇
n-1(k))   |G(k)|=

n(n-1)
2

由引理5可得

Sn(k)=
<G(k)> 1≤k≤n-1,k≠2
<G(k)∪ {[2→1]}> k=2{

从而

rankSn(k)≤idrankSn(k)≤

n(n-1)
2 1≤k≤n-1,k≠2

n(n-1)
2 +1 k=2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

由引理6可知,Sn(k)的任意生成集都必须覆盖Sn(k)的顶端J◇ 类J◇
n-1 中每个R◇ 类.注意到J◇

n-1 有

n(n-1)
2

个R◇ 类,再由引理7可得

rankSn(k)≥

n(n-1)
2 1≤k≤n-1,k≠2

n(n-1)
2 +1 k=2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

因此

rankSn(k)=idrankSn(k)=

n(n-1)
2 1≤k≤n-1,k≠2

n(n-1)
2 +1 k=2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï
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RanksoftheSemigroupSn(k)

ZHANGChuan-jun1, ZHUHua-wei2
1.CompulsoryEducationLab,GuangzhouAcademyofEducationalResearch,Guangzhou510006,China;

2.MathematicsInstitute,ShenzhenMiddleSchool,ShenzhenGuangdong518001,China

Abstract:LetSingnbeasingulartransformationsemigroupon[n].Foranarbitraryinteger1≤k≤n-1,

therankandidempotentrankofthesemigroupSn(k)={α∈Singn:∀x∈[n],x≤k⇒xα≤k}arestud-

ied.WeshowthatthesemigroupSn(k)isgeneratedbytheidempotentsofrankn-1,andobtainthatthe

rankandidempotentrankofthesemigroupSn(k)(k≠2)arebothequalto
n(n-1)
2

,andtherankand

idempotentrankofthesemigroupSn(2)arebothequalto
n(n-1)
2 +1.

Keywords:singulartransformationsemigroup;idempotentrank;rank
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