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椭圆曲线y2=(x+2)(x2-2x+p)的整数点①

杜先存1, 赵建红2, 万 飞1

1. 红河学院 教师教育学院,云南 蒙自661199;2. 丽江师范高等专科学校 数学与计算机科学系,云南 丽江674199

摘要:利用Legendre符号、同余式、Pell方程的解的性质等初等方法证明了:当p=36s2-5(s∈Z+,2⫮s),而

6s2-1,12s2+1均为素数时,椭圆曲线y2 = (x+2)(x2-2x+p)仅有整数点为(x,y)= (-2,0).
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3次不定方程是一类基本而又重要的方程,目前关于3次不定方程的结论已经比较多[1-2].而椭圆曲线

y2=(x+a)(x2-ax+p)(a,p∈Z)是3次不定方程中的一类特殊的方程.椭圆曲线的整数点问题是数

论和算术代数几何学中基本而又重要的问题,其结果有着广泛的应用.近年来,寻找椭圆曲线的整数点问

题引起了人们的兴趣.关于椭圆曲线的整数点问题,目前已有一些结论.当a=-2时,椭圆曲线的结论见

文献[3-7];当a=2时,椭圆曲线的结果仅限于p=31的情况,见文献[8].本文将对a=2,p=36s2-
5(s∈Z+,2⫮s)时椭圆曲线的整数点问题进行研究.

定理1 设p=36s2-5(s∈Z+,2⫮s),而6s2-1,12s2+1均为素数,则椭圆曲线

y2=(x+2)(x2-2x+p) (1)
仅有整数点为(x,y)=(-2,0).

证  设(x,y)是椭圆曲线(1)的整数点.因为12s2+1为素数,所以

gcd(x+2,x2-2x+p)=gcd(x+2,p+8)=
gcd(x+2,3(12s2+1))=
1,3,12s2+1,3(12s2+1)

设t=12s2+1,故椭圆曲线(1)可分解为以下4种可能的情形:

情形 Ⅰ x+2=u2,x2-2x+p=v2,y=uv,gcd(u,v)=1(u,v∈Z);
情形 Ⅱ x+2=3u2,x2-2x+p=3v2,y=3uv,gcd(u,v)=1(u,v∈Z);

情形 Ⅲ x+2=tu2,x2-2x+p=tv2,y=tuv,gcd(u,v)=1(u,v∈Z);

情形 Ⅳ x+2=3tu2,x2-2x+p=3tv2,y=3tuv,gcd(u,v)=1(u,v∈Z).
下面分别讨论这4种情形下椭圆曲线(1)的整数点的情况.
情形 Ⅰ 因为p=36s2-5,故p≡-1(mod4).又因x=u2-2≡2,3(mod4),因此x2-2x+p≡
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2,3(mod4),故有

2,3(mod4)≡x2-2x+p=v2 ≡0,1(mod4)
显然矛盾,故该情形下椭圆曲线(1)无整数点.

情形 Ⅱ 因为p=36s2-5,2⫮s,故p≡-1(mod8).又因x=3u2-2≡1,2,6(mod8),则x2-
2x+p≡6,7(mod8),故有

6,7(mod8)≡x2-2x+p=3v2 ≡0,3,4(mod8)
显然矛盾,故该情形下椭圆曲线(1)无整数点.

情形 Ⅲ 因为p=36s2-5,故p≡-1(mod4).又因x=13u2-2≡2,3(mod4),因此x2-2x+
p≡2,3(mod4).因t=12s2+1≡1(mod4),故tv2 ≡0,1(mod4),故有

2,3(mod4)≡x2-2x+p=tv2 ≡0,1(mod4)
显然矛盾,故该情形下椭圆曲线(1)无整数点.

情形 Ⅳ 当2⫮u时,有u2≡1(mod4).因为t=12s2+1≡1(mod4),因此x=3tu2-2≡1(mod4).
又因p=36s2-5,故p≡-1(mod4),因此x2-2x+p≡2(mod4).而3tv2≡0,3(mod4),故有

2(mod4)≡x2-2x+p=3tv2 ≡0,3(mod4)
矛盾,因此2⫮u 不成立,所以2|u.令u=2m(m ∈Z),则x+2=3tu2 为x+2=12tm2,代入

x2-2x+p=3tv2 得(12tm2-3)2+p-1=3tv2.又因为p=36s2-5,t=12s2+1,所以p=
3t-8,代入(12tm2-3)2+p-1=3tv2,配方得(12m2-1)2+48(t-3)m4=v2,即

(v+12m2-1)(v-12m2+1)=48(t-3)m4 (2)
因为2|u,故由x+2=3tu2 知2|x,则由x2-2x+p=3tv2 得2⫮v,故2|[v-(12m2-1)].因此

gcd(v+12m2-1,v-12m2+1)=2gcd(12m2-1,v)
设gcd(12m2-1,v)=d,则由(2)式知d|48(t-3)m4.又因6s2-1为素数,则

gcd(12m2-1,48(t-3)m4)=gcd(12m2-1,4(12s2-2)m2)=
gcd(6s2-1,2m2-s2)=
1,6s2-1

若gcd(12m2-1,48(t-3)m4)=6s2-1,则有12m2-1≡0(mod(6s2-1)),即12m2≡1(mod(6s2-

1)).因Legendre符号值 12m2
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因为48(t-3)=96(6s2-1),而6s2-1为素数,故(2)式可分解为:
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其中m=ab,gcd(a,b)=1,gcdr,24
(6s2-1)

r
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÷=1,a,b∈Z,且

r=1,23,3,23×3×(6s2-1),23×(6s2-1),6s2-1,23×3,3×(6s2-1)
由(3)式得

12m2-1=ra4-
24(6s2-1)

r b4 (4)

对(4)式两边取模4,得

-1≡ra4-
24(6s2-1)

r b4(mod4) (5)

对(4)式两边取模3,得
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-1≡ra4-
24(6s2-1)

r b4(mod3) (6)

  当r=6s2-1时,(5)式为

-1≡ra4(mod4) (7)
因为2⫮s,所以ra4=(6s2-1)a4≡0,1(mod4),则(7)式为-1≡ra4≡0,1(mod4),显然矛盾,故(7)
式不成立,因此r=6s2-1时(3)式不成立,即情形 Ⅳ 不成立.

当r=23,23×(6s2-1)时,(5)式为

1≡
24(6s2-1)

r b4(mod4) (8)

因为2⫮s,所以r=23 时,有

24(6s2-1)
r b4=3(6s2-1)b4 ≡0,3(mod4)

而r=23(6s2-1)时,有

24(6s2-1)
r b4=3b4 ≡0,3(mod4)

故当r=23,23×(6s2-1)时,(8)式为1≡0,3(mod4),显然矛盾,故(8)式不成立,因此当r=23,23×
(6s2-1)时(3)式不成立,即情形 Ⅳ 不成立.

当r=1时,(6)式为

-1≡ra4(mod3) (9)

因为r=1时,Legendre符号值 ra4
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r=1时(3)式不成立,即情形 Ⅳ 不成立.
当r=3(6s2-1),23×3时,(6)式为

1≡
24(6s2-1)

r b4(mod3) (10)

因为Legendre符号值 1
3

æ

è
ç

ö

ø
÷=1,而r=3(6s2-1)时Legendre符号值

24(6s2-1)
r b4

3

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷=
8b4

3
æ

è
ç

ö

ø
÷=-1,故(10)

式不成立;r=23×3时,Legendre符号值
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式不成立.因此r=3(6s2-1),23×3时(3)式不成立,即情形 Ⅳ 不成立.
当r=23×3×(6s2-1)时,(4)式为12m2-1=23×3×(6s2-1)a4-b4.将(3)式的m=ab代入

并配方,得

(6a2+b2)2-12(12s2+1)a4=1 (11)
令w=6a2+b2,则(11)式为

w2-12(12s2+1)a4=1 (12)
由文献[9]的定理1得,方程(12)至多有1组正整数解(w,a).又由文献[7]的引理6得,Pell方程

w2-12(12s2+1)a2=1
的基本解为(w1,a1)=(24s2+1,2s),则方程(12)的全部正整数解可表示为

wn +an 12(12s2+1)=wn +2an 3(12s2+1)=((24s2+1)+4s 3(12s2+1))n   n∈Z+

由此可知方程(11)的正整数解满足

(6a2+b2)+2a2 3(12s2+1)=((24s2+1)+4s 3(12s2+1))n   n∈Z+ (13)
由(13)式有
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则由文献[7]的定理1得知n=2,2⫮n.
若2⫮n,因为2⫮s,故4ns≡4(mod8),24s2+1≡1(mod8).(14)式两边取模8,得a2≡2(mod8),

显然不成立,故方程(12)无正整数解,因此方程(11)仅有平凡解(w,a)=(1,0).由w=6a2+b2=1,得

a=0,b=±1,此时得出椭圆曲线(1)有整数点(x,y)=(-2,0),故r=23×3×(6s2-1)时椭圆曲线

(1)有整数点(x,y)=(-2,0).
若n=2,由(13)式得

6a2+b2=(24s2+1)2+(4s)2[3(12s2+1)]=
576s4+48s2+1+576s4+48s2=1152s4+96s2+1

即

6a2+b2=1152s4+96s2+1 (15)

由(14)式得

2a2=
2
1
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即

a2=4s(24s2+1) (16)

由(16)式的a2=4s(24s2+1)知2|a.令a=2t,t∈Z,则(16)式变为

t2=s(24s2+1) (17)

又因gcd(s,24s2+1)=1,故(17)式可分解为:

s=c2   24s2+1=e2   t=ce   gcd(c,e)=1 (18)

将(18)式的s=c2 代入24s2+1=e2,得24c4+1=e2,即

e2-24c4=1 (19)
因为方程(19)有正整数解(e,c)=(5,1),故由文献[9]的定理1得方程(19)仅有正整数解(e,c)=(5,1).
于是s=c2=1,1152s4+96s2+1=1249,所以a2=4s(24s2+1)=100,则a=10.代入(16)

式,得6a2+b2=600+b2=1249,则有b2=1249-600=649,显然无解,此时椭圆曲线(1)没

有整数点.
当r=3时,(4)式为12m2-1=3a4-8(6s2-1)b4,将(3)式的m=ab代入并配方,得

4(12s2+1)b4-3(a2-2b2)2=1 (20)

令f=2b2,t=a2-2b2,r,f∈N,则(20)式为

(12s2+1)f2-3t2=1 (21)
又因(1,2s)为方程(21)的基本解,则方程(21)的一切整数解可表示为

f 12s2+1+t3=±(12s2+1+2s3)2n+1   n∈Z
由此方程(20)的一切正整数解(b2,a2-2b2)满足

2b2 12s2+1+|a2-2b2| 3=(12s2+1+2s3)2n+1   n∈N (22)

由(22)式,得
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÷×(12s2+1)n-i×s2i×3i×4i 为偶数,则(23)式左边为偶数,右边为奇数,矛盾,所以方

程(23)无整数解,故r=3时(3)式不成立,即情形 Ⅳ 不成立.
综上所述,定理1得证.
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TheIntegralPointsontheEllipticCurve
y2=(x+2)(x2-2x+p)
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Abstract:Letp=36s2-5(s∈Z+,2⫮s),whereisapositiveoddnumbersatisfyingthat6s2-1and12s2+1are
primes.ItisprovedinthispaperwiththehelpoftheLegendresymbol,congruenceandsomepropertiesof
thesolutionstothePellequationthattheellipticcurvey2=(x+2)(x2-2x+p)hasonlyintegerpoint
(x,y)=(-2,0).
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