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带有扰动项的Choquard方程正解的多重性①
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摘要:利用Ekeland变分原理、山路引理,研究带有陡峭位势和扰动项的Choquard方程

-Δu+Vμu= (Kα(x)*|u|p)|u|p-2u+f(x)   x∈RN

其中当Vμ,f 满足一定条件时,此方程有两个正解.
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本文主要研究方程

-Δu+Vμu=(Kα(x)*|u|p)|u|p-2u+f(x)   x∈RN (1)

正解的多重性.其中N ≥3,α∈ (0,N),p∈
N +α
N
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÷ ,f 满足条件(f1),(f2):

(f1)f∈L2(RN)\{0};

(f2)f(x)≥0(∀x ∈RN).

Vμ(x)=1+μg(x),μ >0是一个变量,g(x)满足条件(g1),(g2),(g3):

(g1)g(x)∈C(RN,R),g(x)≥0(∀x ∈RN);

(g2)Ω=intg-1(0)≠Ø 是有界的光滑区域,且Ω=g-1(0);

(g3)存在M >0,{x ∈RN |g(x)≤M}是非空且测度有限的集合.

Kα:RN →R是Riesz位势,

Kα(x)=
Γ N -α
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  带Hartree项的椭圆方程是最近几年的研究热点之一.文献[1]研究并得到了这类方程最小解的存在

性和唯一性.文献[2]得到了其基态解及相关性质.文献[3]研究了这类方程的正解和变号解.文献[4]

提出了带有扰动项的Choquard方程,并且用集中紧性原理和分歧理论证明了方程存在两个正解及分歧

点.文献[5-6]研究了带有陡峭位势的Choquard方程
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并得到了方程(2)基态解的存在性和解的集中性.受以上结果的启发,本文主要研究带有扰动项的这类方程

在N 维空间下正解的多重性.
本文主要的结果是:

定理1 若N ≥3,α∈(0,N),p∈
N +α
N

,N +α
N -2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,Vμ(x)=1+μg(x),函数f,g满足条件

(f1)-(f2),(g1)-(g3).则存在常数μ*,δ,使得当μ>μ* >0,|f|2<δ时,方程(1)存在两个正解.
为了证明定理,令

H={u∈H1(RN)|∫RN
Vμu2dx<+∞}

由文献[6]知H是希尔伯特空间,其内积和范数分别为:

<u,v>μ =∫RN
(∇u·∇v+Vμuv)dx   ‖u‖μ =<u,u>

1
2

μ

易知方程(1)的弱解和泛函I的临界点是一一对应的.定义方程(1)的能量泛函I:H →R:

I(u)=
1
2∫RN

(|∇u|2+Vμu2)dx-
1
2p∫RN

(Kα(x)*|u+|p)|u+|pdx-∫RN
fudx   x∈RN

其中

u+=max{u,0}   u-=min{u,0}   u=u+-u-

由条件(f1)-(f2),(g1)-(g3)可知,I∈C1(H,R).若u∈H是I的一个临界点,即对任意的v∈

H,有

<I'(u),v>=∫RN
∇u·∇v+Vμ(x)uv( )dx-∫RN

Kα(x)*|u+|p( )|u+|p-1vdx-∫RN
fvdx=0

  引理1 若{un}⊂H是I的有界(PS)c 序列,un⇀u0∈H.那么un →u0∈H,I(u0)=c.反之,c≥

I(u0)+m.其中:

I0(vn)=I(vn)+∫RN
fvndx

0<m=inf{I0|u∈H,u∈M}

M={u∈H\{0}|‖u‖2μ =∫RN
(Kα(x)*|u+|p)|u+|pdx}

  证  因为{un}是I的有界(PS)c 序列,则有:

I(un)=c+o(1)   <I'(un),un>=o(1)

由un⇀u0 ∈H,令vn =un -u0,在H中有vn⇀0.类似文献[6]中引理2.6的相关计算,可得

c+o(1)=I(un)=I(u0)+I(vn)+o(1)=

I(u0)+I0(vn)-∫RN
fvndx+o(1)=

I(u0)+I0(vn)+o(1) (3)

  在H中,当vn →0时,有un →u0 ∈H,lim
n→∞

I(un)=I(u0)=c.

当 ‖vn‖μ →η>0时,取一个序列{tn},满足

t2p-2
n =

‖vn‖2μ

∫RN
(Kα(x)*|vn

+|p)|vn
+|pdx
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化简整理可得

‖tnvn‖2μ =∫RN
(Kα(x)*|tnvn

+|p)|tnvn
+|pdx

故

<I0'(tnvn),tnvn>=0

所以tnvn ∈M.由文献[6]可知,{vn}是I0(u)的(PS)c 序列,且:

I0(un)=c+o(1)

<I0'(vn),vn>=‖vn‖2μ -∫RN
(Kα(x)*|vn

+|p)|vn
+|pdx=o(1)

t2p-2
n =

‖vn‖2μ
‖vn‖2μ -<I0'(vn),vn>+o(1)=

1

1-
<I0'(vn),vn>
‖vn‖2μ

+o(1)
→1

根据m 的定义,有

m ≤lim
n→∞

I0(tnvn)=lim
n→∞

I0(tnvn)-I0(vn)+I0(vn)( ) =

lim
n→∞

(t2n -1)‖vn‖2μ +(t2pn -1)∫RN
(Kα(x)*|vn

+|p)|vn
+|pdx+I0(vn)( ) =

lim
n→∞

I0(vn)

等式(3)两边取极限,有c≥I(u0)+m.

引理2 令Sr= {u∈H:‖u‖μ =r},Br= {u∈H:‖u‖μ <r},Br 是一个闭凸集.则存在常

数r,ρ>0,使得:

I(u)|u∈Sr ≥ρ>0   inf
u∈Br

I(u)<0 (4)

  证  由Hardy-Littlewood-Sobolev不等式[7]可知

∫RN
(Kα(x)*|u+|p)|u+|pdx≤cN,α,p∫RN

u
2Np
N+α(x)dx( )

N+α
N

=cN,α,p|u|2pNp
N+α

(5)

当μ >0时,根据Sobolev嵌入和范数的定义,存在常数b>0,有:

|u|2pNp
N+α
≤b‖u‖2p <b‖u‖2pμ

|u|2 ≤ ‖u‖ ≤ ‖u‖μ

故存在r=
p

2bcN,α,p
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1
2p-2

,ρ=
r2

8 >0
,当 ‖u‖μ =r,|f|2 ≤

r
8

时,有

I(u)=
1
2‖u‖

2
μ -

1
2p∫RN

(Kα(x)*|u+|p)|u+|pdx-∫RN
fudx≥

1
2‖u‖

2
μ -

cN,α,p

2p |u|
2p
Np
N+α

-|f|2|u|2 ≥

1
2‖u‖

2-
bcN,α,p

2p
‖u‖2p -|f|2‖u‖ ≥

1
2r

2-
bcN,α,p

2p
r2p -|f|2r≥

1
4r

2-|f|2r≥

1
8r

2 >0
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当u∈H使得∫RN
fudx >0时,因为当t→0时,有

I(tu)=
t2

2‖u‖
2
μ -

t2p

2p∫RN
(Kα(x)*|u+|p)|u+|pdx-t∫RN

fudx<0

所以存在t0,使得t0u∈Br,inf
u∈Br

I(t0u)<0.

引理3 泛函I满足下列条件:

 存在r,ρ>0,使得当 ‖u‖μ =r时,有I≥ρ>0;

 存在e∈H,使得 ‖e‖μ >r且I(e)<0.
证   由引理2已证. 当t>0,w >0时,有:

I(u+tw)=
1
2‖u+tw‖2μ -∫RN

f(u+tw)dx-

1
2p∫RN

(Kα(x)*|u+tw|p)|u+tw|pdx

lim
t→+∞

I(u+tw)
t2p =-

1
2p∫RN

(Kα(x)*|w|p)|w|pdx<0

即t充分大时,存在 ‖u+t0w‖μ >r,使得I(u+t0w)<0.故令e=u+t0w,则I(e)<0.
引理4 设fy(x)=(1+x2)p(1+y2)p -1-(x2)p(y2)p -p(x2+y2).当x∈R,y∈R,α∈(0,

N),p∈
N +α
N

,N +α
N -2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时,minfy(x)≥0.

证  因为p≥1,当x >0时,有

fy'(x)=2px(1+y2)p(1+x2)p-1-2p(y2)px2p-1-2px=

2px((1+y2)p-1(1+x2)p-1+y2(1+y2)p-1(1+x2)p-1)-

2px(y2)px2p-2-2px>

2px(1+(y2)p(x2)(p-1))-2px(y2)px2p-2-2px=0

  同理可得,当x<0时,fy'(x)<0,则函数fy(x)在(-∞,0)上单调递减,在(0,+∞)上单调递

增,故函数fy(x)在零点取得极小值.又因

fy(0)=(1+y2)p -py2-1≥1+py2-py2-1≥0
所以minfy(x)≥0.

定理1的证明

由文献[8]中定理4.1的Ekeland变分原理可知,存在极小化序列{un}⊂Br,使得:

I(un)≤inf
u∈Br

I(u)+
1
n

I(φ)≥I(un)-
1
n‖φ-un‖   φ∈Br

由标准计算可知:

‖I'(un)‖ →0   I(un)→c0

其中c0 是I在Br 中的极小值.由Br 是一个闭凸集,{un}显然有界.则存在u* ∈Br,使得un⇀u*(x ∈

H).又因为

c0 ≤I(u*)<I(u*)+m   m >0
由引理1可知,在H中un →u*,lim

n→∞
I(un)=I(u*)=c0 <0.对任意v∈H,有
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lim
n→∞
<I'(un),v>=<I'(u*),v>=0

那么u* 是I的临界点,且u* ≠0.下证u* ≥0.当v=u-
* 时,因为

<I'(u*),u-
*>=-‖u-

*‖2μ -∫RN
fu-

*dx=0

所以

‖u-
*‖2μ =0,u* =u+

* ≥0
由强极大值原理有u* >0.所以u* 是方程(1)的一个正解.

由引理3知,I具有山路结构.由山路引理[9],存在序列{un}⊂H,使得当n→ ∞ 时,有:

I(un)→c≥ρ>0   I'(un)→0
其中:

Γ={γ∈C1([0,1],H):γ(0)=u*,γ(1)=u* +t0w}   c=inf
γ∈Γ
sup
u∈γ

I(u)

首先对c估值,c<I(u*)+m.事实上,由引理4可知

∫RN
(Kα(x)*((u* +tw)+)p)((u* +tw)+)pdx>

∫RN
(Kα(x)*|u*|p)|u*|pdx+t2p∫RN

(Kα(x)*|w|p)|w|pdx+

pt∫RN
(Kα(x)*|u*|p)|u*(x)|p-1w(x)dx+pt∫RN

(Kα(x)*|u*|p)|u*(y)|p-1w(y)dy

因为

I(u* +tw)=
1
2∫RN

|∇(u* +tw)|2+Vμ(x)(u* +tw)2( )dx-∫RN
f(u* +tw)dx-

1
2p∫RN

Kα(x)*((u* +tw)+)p( ) ((u* +tw)+)pdx <

1
2‖u*‖2μ +

t2

2‖w‖2μ +t∫RN
(∇u*∇w +Vμu*w)dx-∫RN

f(u* +tw)dx-

t2p

2p∫RN
Kα(x)*|w|p( )|w|pdx-

pt
2p∫RN

Kα(x)*|u*|p( )|u*(y)|p-1|w(y)|dy-

pt
2p∫RN

Kα(x)*|u*|p( )|u*(x)|p-1|w(x)|dx-
1
2p∫RN

Kα(x)*|u*|p( )|u*|pdx =

I(u*)+I0(tw)-
pt
2p∫RN

Kα(x)*|u*|p( )|u*(y)|p-1|w(y)|dy-t∫RN
fwdx-

pt
2p∫RN

Kα(x)*|u*|p( )|u*(x)|p-1|w(x)|dx+t∫RN
(∇u*∇w +Vμu*w)dx (6)

又因u* 是方程(1)的一个正解,则

t∫RN
∇u*·∇w+Vμ(x)u*w( )dx=

t∫RN
Kα(x)*|u*|p( )|u*|p-1wdx+t∫RN

fwdx (7)

根据(6),(7)式可知

I(u* +tw)<I(u*)+I0(tw)+<I'(u*),u*>

设w 是I0 的临界点[6],当t=1时,有

<I0'(tw),w>=0

5第6期        李宏瑶,等:带有扰动项的Choquard方程正解的多重性



即

‖w‖2μ =∫RN
(Kα(x)*|w+|p)|w+|pdx

对I0(tw)关于t求二阶导,有

I″
0(tw)=‖w‖2μ -(2p-1)t2p-2∫RN

(Kα(x)*(w+)p)(w+)pdx=

‖w‖2μ -(2p-1)t2p-2‖w‖2μ =

‖w‖2μ(1-(2p-1)t2p-2)

当t∈
1

(2p1)
1

2p-2

,+∞
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 时,I0'(tw)单调递减.又因I0'(w)=0,所以当t>1时,I0(tw)<I0(w).由

m 的定义,I0(tw)<I0(w)<m.所以:

sup
t>0

I(u* +tw)<I(u*)+m   c<I(u*)+m

其次证明{un}有界.

1+c+o(1)‖un‖μ ≥I(un)-
1
2p
<I'(un),un>=

1
2‖un‖2μ -

1
2p∫RN

(Kα(x)*(un
+)p)(un

+)pdx-∫RN
fundx-

1
2p
‖un‖2μ +

1
2p∫RN

(Kα(x)*(un
+)p)(un

+)pdx+
1
2p∫RN

fundx≥

1
2-

1
2p

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖un‖2μ - 1-

1
2p

æ

è
ç

ö

ø
÷|f|2‖un‖μ

当p>1时,{un}在H中有界,从而存在子列(不妨记为{un})及u** ∈H,使得当n→ ∞ 时,在H中有

un⇀u**.对任意φ ∈H,有<I'(u**),φ>=0,故u** 是方程(1)的一个弱解.

当I(u**)<I(u*)<0时,u** ≠0;

当I(u**)≥I(u*)时,根据c的估值,c<I(u*)+m≤I(u**)+m.由引理1知,在H中un→u**,

lim
n→∞

I(un)=I(u**)=c>0.则u** ≠0.下证u** ≥0.当φ=u-
** 时,有

<I'(u**),u-
**>=-‖u-

**‖2μ -∫RN
fu-

**dx=0

所以‖u-
**‖2μ =0,u=u+

** ≥0.再由强极大值原理知u** >0.综上可知u*,u** 是方程(1)的两个正解.

参考文献:

[1] LIEBEH.ExistenceandUniquenessoftheMinimizingSolutionofChoquardsNonlinearEquation[J].StudiesinAppl

Math,1977,57:93-105.

[2] MOROZV,VANSCHAFTINGENJ.GroundstatesofNonlinearChoquardEquations:Existence,QualitativeProperties

andDecayAsymptotics[J].JFunctAnal,2013,265(2):153-184.

[3] CLAPPM,SALAZARD.PositiveandSignChangingSolutionstoaNonlinearChoquardEquation[J].JMathAnalAp-

pl,2013,407(1):1-15.

[4] KÜPPERT,ZHANGZJ,XIAHQ.MultiplePositiveSolutionsandBifurcationforanEquationRelatedtoChoquards

Equation[J].ProcEdinbMathSoc,2003,46(3):597-607.

6 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第39卷



[5] LVDF.ANoteonKirchhoff-TypeEquationswithHartree-TypeNonlinearities[J].NonlinearAnal,2014,99:35-48.

[6] LVDF.ExistenceandConcentrationofSolutionsforaNonlinearChoquardEquation[J].MediterrJMath,2015,

12(3):839-850.

[7] LIEBEH,LOSSM.Analysis[M].2thed.Providence,RI:AmericanMathematicalSociety,2001.

[8] MAWHINJ,WILLEM M.CriticalPointTheoryandHamiltonianSystems[M].NewYork:Springer-Verlag,1989.

[9] WILLENM.MinimaxTheorems[M].Boston:Birkhäuser,1996.

MultiplicityofPositiveSolutionsforthe
ChoquardEquationwithaDisturbanceTerm

LIHong-yao, WUXing-ping, TANGChun-lei
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthisarticle,westudyanonlinearChoquardequationwithsteeppotentialandadisturbance

term

-Δu+Vμu=(Kα(x)*|u|p)|u|p-2u+f(x)   x∈RN

TwopositivesolutionsoftheequationareobtainedbytheEkelandvariationalprincipleandthemountain-

passlemma.

Keywords:Choquardequation;steeppotential;Ekelandvariationalprinciple;mountain-passlemma
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