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Wolfe线搜索下充分下降性的FR型共轭梯度法①

王开荣, 徐晓光

重庆大学 数学与统计学院,重庆401331

摘要:在FR共轭梯度法的基础之上,提出了一种新的共轭梯度法.在标准的 Wolfe线搜索下,证明了该算法的充

分下降性和收敛性.最后,给出初步的数值实验结果并表明该方法是有效的.
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考虑如下无约束最优化问题

min{f(x):x∈Rn} (1)
其中:x 为决策变量,目标函数f:Rn →R是连续可微函数.共轭梯度法是解决上述无约束优化问题的常

用方法.由于其迭代简单,储存量低,所以常用于解决大规模优化问题.其基本迭代格式为

xk+1=xk +αkdk (2)
其中:αk 是步长,dk 是搜索方向.dk 的基本迭代格式为

dk =
-gk k=1

-gk +βkdk-1 k≥2{ (3)

记g(xk)=∇f(xk),βk 为标量,关于βk 的计算有多种形式,不同的βk 对应着不同的共轭梯度算法.一些

著名的βk 公式有:
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(4)

其中:yk-1=gk-gk-1,‖·‖表示Euclid范数.关于这6种著名的共轭梯度法的详细内容可以参考文献

[1-7].
本文主要研究一种FR型共轭梯度方法.众所周知FR方法是求解无约束优化问题最有效的方法之一.

文献[8]首先证明了FR方法在精确线搜索下对一般非线性函数是全局收敛的,由于精确线搜索代价比较

大,所以在实际的计算中人们通常使用非精确线搜索.例如文献[9]首先给出了在非精确线搜索下的非线

性共轭梯度算法的全局收敛性结果,并证明了在强 Wolfe线搜索下,当σ<
1
2

时FR方法满足充分下降性

条件,同时全局收敛.文献[10-11]进一步将上面的收敛结果推广到σ=
1
2

的情形.后来许多学者开始对
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FR方法产生了兴趣,做出了对FR方法的修正以及变形,得到了比较好的结果.例如文献[12]推广了FR方

法,得到了一种修正的FR型共轭梯度方法,其中βk 为

βMFR
k =

‖gk‖2

max{‖gk-1‖2,u|gT
kdk-1|}

本文在文献[12]的基础之上,进一步研究FR型方法,提出了另外一种修正的FR型共轭梯度方法,改进的

修正FR型公式记为βXMFR
k ,

βXMFR
k =

gT
k(gk -

gT
kdk-1

‖dk-1‖2
dk-1)

max{‖gk-1‖2,u|gT
kdk-1|}

(5)

其中u>1.在 Wolfe线搜索下证明了其全局收敛性.
在证明算法的全局收敛性时,一般采用Wolfe线搜索来计算步长αk,即典型的Wolfe非精确线搜索为:

f(xk +αkdk)≤f(xk)+δαkgT
kdk

g(xk +αkdk)Tdk ≥σgT
kdk (6)

其中δ 和σ 是满足0<δ<σ<1的常数.

1 新算法及其充分下降性

算法1

步骤1 初始化.给定初始点 x1 ∈ Rn,u>1,令d1= -g1,k:= 1,设α1=
1

‖g1‖
,如果

‖g1‖ ≤ε,则停止.
步骤2 线搜索.计算步长αk,使得αk 满足 Wolfe非精确线搜索(6).
步骤3 令xk+1=xk +αkdk,gk+1=g(xk+1).如果 ‖gk+1‖ ≤ε,则停止.
步骤4 计算dk,dk 满足(3)和(5)式.如果Powell重开始条件

|gk+1
Tgk|≥0.2‖gk+1‖2

成立,则重新开始,令

dk+1=-gk+1

计算

αk =αk-1
‖dk-1‖
‖dk‖

  步骤5 令k:=k+1,转步骤2.
首先,在无任何线搜索条件下证明由(3)和(5)式所确定的方向满足充分下降条件
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  定理1 考虑(2)和(3)式的迭代方法,βk 由(5)式产生,u>1,对任意k≥1,总有下式成立

gT
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1
u

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖gk‖2 (7)

  证  若gT
kdk-1=0,则由gk 与(3)式两端作内积得:

gT
kdk =-‖gk‖2+βXMFR

k gT
kdk-1=-‖gk‖2 <- 1-

1
u
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è
ç
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则(7)式显然成立.
若gT

kdk-1 ≠0,则有

gT
kdk =-‖gk‖2+βkgT

kdk-1 ≤
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因此,对所有的k≥1,(7)式总是成立的.

定理2 对于所有的k≥1,参数βXMFR
k 满足0≤βXMFR

k ≤
‖gk‖2

‖gk-1‖2
.

证  根据βXMFR
k 的定义,有
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其中θk 是gk 和dk-1 的夹角.
另一方面,由于

‖gk‖2(1-cos2θk)≤ ‖gk‖2

所以有

βXMFR
k =

gT
k(gk -

gT
kdk-1

‖dk-1‖2
dk-1)

max{‖gk-1‖2,u|gT
kdk-1|}

=

‖gk‖2-
(gT

kdk-1)2

‖dk-1‖2

max{‖gk-1‖2,u|gT
kdk-1|}

=

‖gk‖2(1-cos2θk)
max{‖gk-1‖2,u|gT

kdk-1|}
≤

‖gk‖2

‖gk-1‖2

因此,结论是成立的.

2 新算法的全局收敛性

为了获得算法1的全局收敛性,需要下面两个常用的假设:
(H1)假设目标函数f(x)在水平集E={x ∈Rn|f(x)≤f(x1)}上有界,其中x1 为算法初始点.
(H2)在E 的某个邻域N 内,目标函数f(x)连续可微且梯度函数g(x)满足Lipschitz条件,即存在

常数L >0,使得

‖g(x)-g(y)‖ ≤L‖x-y‖   ∀x,y∈N
  引理1[13] 设目标函数f(x)满足(H1)和(H2),{xk}由(2)和(3)式产生,dk 满足下降方向,αk 满

足 Wolfe线搜索,则有
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∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
< ∞

根据(7)式可得

∑
k≥1

‖gk‖4

‖dk‖2
< ∞ (8)

假设(H1),(H2)成立,迭代序列{xk}由(2)和(3)式产生,{gk}为算法产生的序列,则有

liminf
k→∞

‖gk‖=0

  证  利用反证法来证,假设结论不成立,则存在常数γ>0,使得

‖gk‖2 ≥γ   ∀k≥1
对(3)式两端取模平方得:
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(9)式两端都除以 ‖gk‖4 得
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这与(8)式矛盾.因此结论成立.

3 数值实验

为了验证提出的新共轭梯度算法的有效性,从文献[14]中选取几个测试函数测试,并与FR方法和

MFR方法做比较,程序代码用 Matlab编写.测试的环境为 Matlab7.10.0,Win7.0操作系统,Intel(R)

Core(TM)i5-2450MCPU@2.50GHz2.00GB内存.参数的选取为:δ=0.001,σ=0.1,u=1.1.算法的

终止条件为:

‖gk‖ ≤10-6
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  3种算法的实验结果见表1,其中Dim 为测试函数的维数;NI 为迭代次数;NF 为函数值计算的次

数;NG 为函数梯度计算的次数.
表1 3种算法测试实验结果

测试函数
Dim/

维

FR/次

NI NF NG
MFR/次

NI NF NG
XMFR/次

NI NF NG

AlmostPerturbedQuadratic 200 215 430 1078 215 430 1078 170 340 853

ARWHEAD 100 75 150 378 75 150 378 78 156 393

Diagonal1 20 42 84 213 42 84 213 41 82 208

Diagonal2 200 81 162 408 120 240 603 89 178 448

Diagonal3 20 64 128 323 64 128 323 63 126 318

Diagonal4 100 156 312 783 156 312 783 101 202 508

Diagonal4 200 148 296 743 148 296 743 101 202 508

Diagonal4 1000 157 314 788 157 314 788 103 206 518

Diagonal7 100 32 64 163 32 64 163 32 64 163

Diagonal8 100 34 68 173 34 68 173 34 68 173

DQDRTRIC 100 186 372 933 186 372 933 90 180 453

FULLHessianFH2 50 1118 2236 5593 1103 2206 5518 968 1936 4843

Hager 100 31 62 158 31 62 158 36 72 183

HIMMELBG 100 4 8 23 4 8 23 4 8 23

LIARWHD 100 171 342 858 171 342 858 181 362 908

NONDIA 100 280 560 1403 280 560 1403 229 458 1148

QuadraticQF1 100 148 296 743 148 296 743 115 230 578

QUARTC 100 4 8 23 4 8 23 4 8 23

Raydan1 100 13 26 68 13 26 68 13 26 68

Raydan1 300 93 186 468 93 186 468 93 186 468

Raydan2 100 5 10 28 5 10 28 5 10 28

Raydan2 300 6 12 33 6 12 33 6 12 33

  从表1可知,本文算法数值性能最好.
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ASufficientDescentFRTypeConjugateGradient
MethodUndertheWolfeLineSearch

WANGKai-rong, XUXiao-guang
CollegeofMathematicsandStatistics,ChongqingUniversity,Chongqing401331,China

Abstract:Inthispaper,basedontheFRconjugategradientmethod,anewconjugategradientmethodis

proposed.UnderthestandardWolfelinesearch,thesufficientdescentpropertyandtheglobalconvergence
areproved.Finally,preliminarynumericalresultsarereported,whichshowthattheproposedmethodis
valid.
Keywords:conjugategradientalgorithm;sufficientdescentproperty;globalconvergence;Wolfeline

search
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