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基于PRP公式修正的有效共轭梯度算法①
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摘要:给出一种非负且带有调比因子的修正PRP共轭梯度法参数公式.基于该共轭参数公式,采用SWP线搜索的

对应共轭梯度算法满足充分下降性,采用 WWP线搜索的对应谱共轭梯度算法保持下降性.在常规假设条件下,证

明了算法的全局收敛性,数值实验结果表明算法是有效的.
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考虑无约束优化问题:

min{f(x)|x∈Rn} (1)
其中目标函数f:Rn →R连续可微,梯度函数g(x)≜ ▽f(x),gk ≜g(xk),fk ≜f(xk).共轭梯度法

是求解大型优化问题(1)的一种有效方法,迭代格式如下

xk+1=xk +αkdk (2)

dk =
-gk k=1
-gk +βkdk-1 k≥2{ (3)

其中:dk 为搜索方向,αk 为步长因子,βk 为共轭方向调控参数.共轭参数的选取影响着算法的收敛性和计

算效果.著名的共轭梯度法PRP,FR的βk 表达式如下

βPRP
k =

gT
k(gk -gk-1)
‖gk-1‖2

   βFR
k =

‖gk‖2

‖gk-1‖2

其中 ‖·‖ 为欧氏范数.PRP方法具备优秀的数值特性,但即使采用精确线搜索,对非凸目标函数仍不能

确保其收敛性[1],不少研究者对βPRP
k 公式作了非负性的改进[2-6],解决了收敛性问题.文献[3]对βPRP

k 公式

修改得到

βWYL
k =

gT
k gk -

‖gk‖
‖gk-1‖gk-1
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÷

‖gk-1‖2
(4)

0≤βWYL
k ≤2βFR

k ,WYL方法继承了PRP方法优秀的数值特性.文献[6]对公式(4)再修改得到

βVPRP
k =

gT
k gk -

gT
kgk-1

‖gk-1‖2
gk-1
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÷

‖gk-1‖2
(5)

0≤βVPRP
k ≤βFR

k ,βVPRP
k 与βWYL

k 一样满足文献[2]为PRP方法提出的性质(*),文献[7]还将公式(5)的分

子部分推广到其他共轭梯度法公式上,也取得了较好的效果.
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基于文献[3,6]的思路,本文考虑对βPRP
k 公式作如下改进

βk =
gT

k gk -
(gT

kgk-1)2

‖gk‖‖gk-1‖3
gk-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

‖gk-1‖2
(6)

易得0≤βk ≤2βFR
k ,但βk 不再满足性质(*).受文献[8]的启发,对公式(6)再修正得到

βN
k =

gT
k gk -

(gT
kgk-1)2

‖gk‖‖gk-1‖3
gk-1

æ

è
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ö

ø
÷

ηk‖gk-1‖2
(7)

其中

ηk =1-μmin0,
(gT

kgk-1)3

‖gk‖3‖gk-1‖3{ }   μ≥1
建立在参数βN

k 公式上的相应共轭梯度算法和谱共轭梯度算法具有良好的收敛性和较为理想的数值表现.

1 修正PRP共轭梯度算法及谱共轭梯度算法

基于参数公式(7),采用强 Wolfe-Powell线搜索(SWP)的修正PRP共轭梯度算法如下:
算法1
步骤1 给定初值x1 ∈Rn,δ∈ (0,0.5),σ∈ (δ,0.5),μ ≥1,ε≥0,d1:=-g1,k:=1.若

‖gk‖ ≤ε,停止.
步骤2 计算步长αk 满足以下SWP线搜索准则:

f(xk +αkdk)-fk ≤δαkgT
kdk (8)

|g(xk +αkdk)Tdk|≤-σgT
kdk (9)

  步骤3 计算xk+1=xk +αkdk.若 ‖gk+1‖ ≤ε,停止.
  步骤4 由(7)式计算参数βk+1,由(3)式计算dk+1.
  步骤5 k:=k+1,转步骤2.
  谱共轭梯度法是一种特殊共轭梯度法[9],通过调整谱参数θk 和共轭参数βk,易使设计的算法满足下降

性和收敛性.为降低线搜索条件,受文献[10-16]的启发,设计基于参数公式(7)并采用弱Wolfe-Powell线

搜索(WWP)的修正PRP谱共轭梯度算法如下:

  算法2
  步骤1 给定初值x1 ∈Rn,δ∈ (0,0.5),σ∈ (δ,0.5),μ ≥1,ε≥0,d1:=-g1,k:=1.若

‖gk‖ ≤ε,停止.
  步骤2 计算步长αk 满足 WWP线搜索准则:(8)式和下式

g(xk +αkdk)Tdk ≥σgT
kdk (10)

  步骤3 计算xk+1=xk +αkdk.若 ‖gk+1‖ ≤ε,停止.
  步骤4 由(7)式计算参数βk+1,由下式计算搜索方向dk+1:

dk+1=-θk+1gk+1+βk+1dk (11)
其中

θk+1=
dT

kyk

‖gk‖2
   yk =gk+1-gk (12)

  步骤5 k:=k+1,转步骤2.
算法的收敛性证明需要共轭梯度法的常规假设条件:

􀃠 设水平集Ω={x ∈Rn|f(x)≤f(x1)}有界,其中x1 为初始点.
􀃡f(x)在Ω 的某邻域N 上连续可微且导数满足Lipschitz条件,即存在常数L >0,使得

‖g(x)-g(y)‖ ≤L‖x-y‖   ∀x,y∈N
本文以下算法的收敛性分析中均假设 ‖gk‖ ≠0,否则目标函数的稳定点已获得,算法自动终止.
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2 修正PRP共轭梯度算法的全局收敛性

引理1 考虑参数σ∈ 0,12
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,μ≥1,则存在常数c1=

1-2σ
1-σ ∈ (0,1),c2=

1
1-σ∈

(1,2),使

算法1产生的方向序列{dk}满足充分下降条件

-c2‖gk‖2 ≤gT
kdk ≤-c1‖gk‖2   ∀k≥1 (13)

  证  因βN
k 的调比因子

ηk =1-μmin0,
(gT

kgk-1)3

‖gk‖3‖gk-1‖3{ }≥1-
(gT

kgk-1)3

‖gk‖3‖gk-1‖3
≥0

所以由(7)式,可知

0≤βN
k ≤βFR

k (14)
当k=1时,d1=-g1,gT

1d1=-‖g1‖2,显然(13)式成立.假设k>1时(13)式成立,则gT
kdk <0.

(3)式两端与gT
k+1 作内积,并利用(9)和(14)式,可得

-‖gk+1‖2+σβN
k+1gT

kdk ≤gT
k+1dk+1=-‖gk+1‖2+βN

k+1gT
k+1dk ≤-‖gk+1‖2-σβN

k+1gT
kdk (15)

利用(15)式及(14)式,可得

-‖gk+1‖2+σβFR
k+1gT

kdk ≤gT
k+1dk+1 ≤-‖gk+1‖2-σβFR

k+1gT
kdk

上式两边除以-‖gk+1‖2,可得

1-σ -gT
kdk

‖gk‖2
≤

-gT
k+1dk+1

‖gk+1‖2
≤1+σ -gT

kdk

‖gk‖2
(16)

利用(16)式递推,可得

c1=
1-2σ
1-σ ≤

1-2σ+σk+1

1-σ ≤
-gT

k+1dk+1

‖gk+1‖2
≤
1-σk+1

1-σ ≤
1
1-σ=c2

由归纳法知,引理成立.
由引理1及文献[1]引理1.4.1,可得以下引理.

引理2 若假设􀃠,􀃡成立,则算法1产生的序列{gk,dk}满足Zoutendijk条件:∑
k≥1

‖gk‖4

‖dk‖2
<+∞.

定理1 若假设 􀃠,􀃡 成立,{gk}为算法1产生的序列,则有

lim
k→∞
inf‖gk‖=0

  证  若定理结论不成立,即

lim
k→∞
inf‖gk‖ >0

则存在常量γ>0,使得

‖gk‖ ≥γ   ∀k≥1 (17)
(3)式两端取模平方,可得

‖dk‖2=(βN
k)2‖dk-1‖2-2βN

kgT
kdk-1+‖gk‖2 (18)

(18)式两边除以 ‖gk‖4,再由(9)式和(13),(14),(17)式,可得

‖dk‖2

‖gk‖4
=(βN

k)2
‖dk-1‖2

‖gk‖4
-2βN

k
gT

kdk-1

‖gk‖4
+

1
‖gk‖2

≤

(βFR
k )2

‖dk-1‖2

‖gk‖4
+2βFR

k
|gT

kdk-1|
‖gk‖4

+
1

‖gk‖2
≤

‖dk-1‖2

‖gk-1‖4
+2σ

-gT
k-1dk-1

‖gk‖2‖gk-1‖2
+

1
‖gk‖2

≤

‖dk-1‖2

‖gk-1‖4
+

1
‖gk‖2

1+
2σ
1-σ
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è
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1+σ
1-σ∑

k

i=1

1
‖gi‖2

≤
(1+σ)k
(1-σ)γ2

(19)
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由(19)式,可得

∑
k≥1

‖gk‖4

‖dk‖2
≥
1-σ
1+σγ

2∑
k≥1

1
k =+∞

这与引理2矛盾,由反证法知定理成立.

3 修正PRP谱共轭梯度算法的全局收敛性

引理3 考虑算法2产生的序列{gk,dk,βN
k},则 ∀k≥1有

gT
kdk <0,0≤βN

k+1 ≤
gT

k+1dk+1

gT
kdk

(20)

  证  当k=1时,d1=-g1,则gT
1d1=-‖g1‖2<0.假设k≥1时gT

kdk <0,从而由(10)与(12)

式得dT
kyk ≥ (σ-1)gT

kdk >0.下证gT
k+1dk+1 <0.

(11)式两端与gk+1 作内积,可得

gT
k+1dk+1=-θk+1‖gk+1‖2+βk+1gT

k+1dk

由(14)式知0≤βN
k+1 ≤βFR

k+1.若βN
k+1 >0,则上式可得

gT
k+1dk+1=

‖gk+1‖2

‖gk‖2
(-dT

kyk)+βk+1gT
k+1dk ≤βk+1(-dT

kyk +gT
k+1dk)=βk+1gT

kdk <0 (21)

若βk+1=0,则结合dT
kyk >0可得

gT
k+1dk+1=-

dT
kyk

‖gk‖2
‖gk+1‖2 <0

由归纳法知,∀k≥1,gT
kdk <0成立.再由(21)式可得

0≤βk+1 ≤
gT

k+1dk+1

gT
kdk

引理得证.
引理3说明算法2产生的搜索方向dk 满足下降性.根据文献[1]引理1.4.1,易得以下结论.
引理4 若假设 􀃠,􀃡 成立,{gk,dk}为算法2产生的序列,则

∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
<+∞

  定理2 若假设 􀃠,􀃡 成立,{gk}为算法2生成的序列,则有

lim
k→∞
inf‖gk‖=0

  证  若定理不成立,则存在常数r>0,使任意k≥1有 ‖gk‖ ≥r.
由(11)式移项得dk +θkgk =βkdk-1,两端取模平方,再除以(gT

kdk)2,并利用(20)式,可得

‖dk‖2
(gT

kdk)2
=(βN

k)2
‖dk-1‖2
(gT

kdk)2
-
2θk

gT
kdk

-
θ2k‖gk‖2
(gT

kdk)2
≤

‖dk-1‖2
(gT

k-1dk-1)2
+

1
‖gk‖2

-
1

‖gk‖+
θk‖gk‖

gT
kdk

æ

è
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2

≤

‖dk-1‖2
(gT

k-1dk-1)2
+

1
‖gk‖2

≤

∑
k

i=1

1
‖gi‖2

≤
k
r2

从而可得

∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
≥r2∑

k≥1

1
k =+∞

上式与引理4矛盾,由反证法知定理成立.
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4 数值实验

为检验本文提出的修正PRP共轭梯度法的计算效果,给出算法1和算法2的数值实验结果如表1.测
试函数源于文献[17],算法运行环境为 Matlab2011b和 Windows7操作系统.终止条件为‖gk‖≤10-6,
或迭代次数超过9999.表1中NI/NF/NG 分别表示算法迭代次数、目标函数计算迭代次数、梯度函数计

算迭代次数,其它符号说明如下:
算法1中参数μ=1.15,δ=0.001,σ=0.25;算法2中参数μ=4.2,δ=0.1,σ=0.9;PRP与VPRP

采用SWP线搜索,δ=0.001,σ=0.25.
表1 数值实验结果

测试函数
维数/

维

算法1/次

NI/NF/NG

算法2/次

NI/NF/NG
VPRP/次

NI/NF/NG
PRP/次

NI/NF/NG
ROSE 2 50/143/111 51/101/74 45/116/90 29/206/75

FROTH 2 17/33/28 35/55/45 24/51/44 15/127/24

BEALE 2 24/50/41 42/66/53 25/52/41 13/27/23

JENSAM 2 18/37/29 22/37/29 14/31/23 16/34/28

HELIX 3 113/196/178 78/115/98 67/142/116 52/108/87

BARD 3 39/74/60 44/73/59 38/77/62 65/126/105

GAUSS 3 4/8/6 5/9/7 5/10/8 4/57/6

GULF 3 2/52/3 2/52/3 2/52/3 2/52/3

SING 4 489/890/754 202/322/265 388/760/608 130/256/201

WOOD 4 234/507/426 304/540/416 228/478/388 139/275/234

KOWOSB 4 92/178/146 171/292/232 53/112/89 217/433/348

BIGGS 6 2577/5078/4021 F F F

OSB2 11 398/713/629 1140/1630/1377 F 457/838/730

WATSON 20 9519/18204/14559 F F F

ROSEX 8 53/155/128 73/130/99 32/129/97 26/188/66

ROSEX 50 39/103/81 74/151/110 61/150/117 24/178/87

ROSEX 100 40/115/87 91/209/130 45/135/102 F

SINGX 8 453/879/698 156/249/205 314/605/483 174/394/275

PEN1 2 78/180/147 73/202/115 44/145/102 34/240/108

PEN2 4 403/1008/766 1112/1988/1502 717/1702/1280 124/377/274

PEN2 50 173/378/312 305/575/423 189/443/347 1620/3337/2658

VARDIM 2 11/13/13 8/11/11 11/13/13 4/9/8

VARDIM 50 19/37/37 39/56/56 19/37/37 15/34/34

TRIG 3 22/44/37 35/55/45 21/46/38 22/48/39

TRIG 50 53/95/87 61/94/76 47/80/75 48/86/77

TRIG 100 62/130/108 84/121/103 61/105/99 57/108/99

BV 3 17/34/27 34/46/41 16/32/26 F

BV 10 136/232/213 330/457/394 399/688/616 118/202/183

BV 500 719/903/902 234/318/272 537/690/689 314/416/415

BV 1000 99/139/138 20/27/23 107/151/150 42/61/60

BV 2000 2/4/3 2/4/3 2/4/3 2/4/3

IE 3 8/14/13 12/17/15 7/14/13 6/13/11

IE 50 6/13/12 12/17/15 6/13/12 6/12/11

IE 100 7/15/15 13/18/16 7/15/15 7/14/14
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 续表1

测试函数
维数/

维

算法1/次

NI/NF/NG

算法2/次

NI/NF/NG
VPRP/次

NI/NF/NG
PRP/次

NI/NF/NG
IE 200 7/8/8 9/12/11 7/11/11 7/13/12

IE 500 9/12/12 13/17/16 8/12/12 8/15/14

IE 1000 9/13/13 12/16/15 8/13/13 10/17/16

IE 2000 9/13/13 14/18/17 9/14/14 8/13/13

TRID 3 17/31/27 24/35/29 17/28/25 14/25/21

TRID 50 29/36/36 36/49/43 30/38/38 29/43/43

TRID 100 35/52/52 35/50/42 31/37/37 31/51/51

TRID 200 38/51/51 37/50/44 33/52/52 31/49/48

TRID 500 34/44/44 35/47/42 34/43/43 33/50/48

TRID 1000 40/48/47 37/51/45 37/58/58 33/48/48

TRID 2000 42/48/48 38/52/46 34/43/43 34/57/57

BAND 3 10/14/14 12/17/15 10/14/14 15/19/19

BAND 50 36/44/44 30/39/36 31/41/41 22/83/34

BAND 100 32/44/43 29/38/35 26/36/36 23/42/38

BAND 200 31/41/41 27/37/34 33/40/40 F

BAND 500 48/57/57 28/38/35 27/36/36 21/35/33

BAND 1000 81/90/90 30/40/37 25/35/35 22/38/37

BAND 2000 35/44/44 29/39/36 46/54/54 24/42/39

LIN 2 1/3/3 3/5/5 1/3/3 1/3/3

LIN 50 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3

LIN 500 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3

LIN 1000 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3

LIN 2000 1/3/3 1/3/3 1/3/3 1/3/3

LIN1 2 10/11/11 6/8/8 10/11/11 2/4/4

LIN1 10 1/3/3 3/5/5 1/3/3 1/3/3

LIN0 10 1/3/3 3/5/5 1/3/3 1/3/3

  注:F表示计算失效或终止时未达计算精度.
本文对PRP公式进行非负修正并添加适当的调比因子.基于新参数公式的两个算法分别适用SWP和

WWP步长线搜索,具有良好的收敛性.虽然新参数βN
k 不再满足性质(*),但数值实验结果显示算法1优

于表中其他方法,能解决更多的问题.同时,谱共轭梯度形式的算法2比标准共轭梯度形式的算法1收敛

条件弱,但计算效果却没算法1好,如何调整两个方向调控参数,使谱共轭梯度算法达到更佳的计算效果,
需要进一步的研究.
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EfficientConjugateGradientAlgorithms
BasedonaModifiedPRPFormula

LINSui-hua
CollegeofMathematicsandComputerScience,GuangxiNormalUniversityforNationalities,ChongzuoGuangxi532200,China

Abstract:Anon-negativemodifiedPRPconjugategradientmethodparameterformulawithdisturbanceis
presentedinthispaper.Basedonthenewconjugateparameterformula,thecorrespondingconjugategradi-
entalgorithmwiththeSWPlinesearchsatisfiesthesufficientdescent,andthecorrespondingspectralcon-
jugategradientalgorithmwiththeWWPlinesearchkeepsdecreasing.Underconventionalassumptions,

theglobalconvergenceofthetwoalgorithmsisproved.Theresultsofanumericalexperimentshowthat
thenewalgorithmsareeffective.
Keywords:unconstrainedoptimization;conjugategradientmethod;spectralconjugategradientmethod;

globalconvergence
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