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Asplund空间中随机集值隐函数的度量正则性①
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摘要:在 Asplund空间中讨论随机集值隐函数的度量正则性,所使用的工具有Ekeland变分原理、Fermat原理、

Lipschitz函数的次微分以及次梯度的加法原理等.首先,给出随机集值隐函数的局部度量正则性成立的充分条件.
其次,利用上述结果,分别给出随机集值隐函数的度量正则性和Lipschitz性质成立的充分条件.所得结果改进了已

有文献中的相关结果.
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设(Ω,A)是可测空间,X,P 是拓扑空间,Y 是拓扑向量空间,F:Ω×X×P →→Y 是集值映射,(x0,

p0)∈X ×P,且对所有的ω ∈Ω 有0∈F(ω,x0,p0)成立.定义集值映射G:Ω×P →→X 如下:

G(ω,p)={x∈X|0∈F(ω,x,p)} (1)

若对任意的p∈P,G(·,p):Ω →→X 是可测的,则称集值映射G 为由包含关系0∈F(ω,x,p)定义的

随机集值隐函数.文献[1]在可分Asplund空间给出了随机集值隐函数(1)的局部度量正则性、度量正则性、

Lipschitz性质、非空性和下半连续性成立的充分条件.值得注意的是,文献[1]必须假设度量投射的内半紧

性.本文在不假设度量投射的内半紧性的情况下证明随机集值隐函数的度量正则性.
定理1 设X,Y 是可分Asplund空间,P 是拓扑空间,(Ω,A,μ)是完全σ 有限可测空间,集值映射

F:Ω×X ×P →→Y 满足对任意的p∈P,F(·,·,p):Ω×X →→Y 是可测的.设G:Ω×P →→X 是由(1)

式定义的集值映射,(x0,p0)∈X×P 满足对任意ω∈Ω有0∈F(ω,x0,p0).记Fω,p(·)=F(ω,·,p).
若对任意的ω ∈Ω,存在常数r>0和σ>0使得

􀃠 任意的p∈B(p0,r),集值映射Fω,p(·)是闭的;

􀃡 任意的(x,p)∈B(x0,r)×B(p0,r)且0∉F(ω,x,p),

σ≤inf{‖x*‖:x* ∈D*
NFω,p(x,y)(y*),y∈B(0,r)∩Fω,p(x),‖y*‖=1}

则

1)任意的p∈P,G(·,p):Ω →→X 是B 可测的;

2)任意的ω∈Ω,G(ω,·):P →→X 在(x0,p0)周围是局部度量正则的且具有系数1+σ
σ .事实上,任
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dist(x,G(ω,p))≤
1+σ
σ dist(0,F(ω,x,p)) (2)

成立.

证  1)任意的p∈P,考虑G(·,p):Ω →→X 的图像

gphG(·,p)={(ω,x)∈Ω×X:x∈G(ω,p)}=
{(ω,x)∈Ω×X:0∈F(ω,x,p)}=
{(ω,x)∈Ω×X:F(ω,x,p)∩ {0}≠Ø}

因为F(·,·,p):Ω×X →→Y 可测,所以

{(ω,x)∈Ω×X:F(ω,x,p)∩ {0}≠Ø}∈A×B(X)
从而

gphG(·,p)∈A×B(X)
任给B ∈B(X),由文献[2]定理8.3.2得

πΩ(gphG(·,p)∩ (Ω×B))∈A
因为

πΩ(gphG(·,p)∩ (Ω×B))={ω∈Ω:∃ ∈X,(ω,x)∈gphG(·,p)∩ (Ω×B)}=
{ω∈Ω:∃ ∈B,x∈G(ω,p)}=
{ω∈Ω:G(ω,p)∩B ≠Ø}

所以

{ω∈Ω:G(ω,p)∩B ≠Ø}∈A

从而G(·,p):Ω →→X 是B 可测的.

2)任给ω∈Ω.由假设条件,存在常数r>0和σ>0满足条件􀃠和􀃡.任意的μ∈ 0, rσ
2(1+σ)
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任意的(x,p)∈B(x0,
r
2
)×B(p0,r)且dist(0,F(ω,x,p))<μ,现在证明(2)式成立.若dist(0,

F(ω,x,p))=0,则0∈F(ω,x,p),故x ∈G(ω,p),从而(2)式两边均为0,即(2)式成立.不妨假

设dist(0,F(ω,x,p))=α,其中α∈ (0,μ),下面只需证明

dist(x,G(ω,p))≤
α(1+σ)

σ
因为

0<α<μ<
rσ

2(1+σ)
所以

2α
r <

σ
1+σ

任意的ε∈ (0,r-μ)且

2(α+ε)
r <

σ
1+σ

由距离函数的定义,存在y∈Fω,p(x)使得 ‖y‖ <α+ε<μ+ε<r.定义函数fp:X×Y →R为

fp(x',y)=‖y‖+δ((x',y);gphFw,p)   ∀(x',y)∈X ×Y

则根据条件 􀃠,fp 在X ×Y 上是下半连续的.任意的t∈
2(α+ε)

r
, σ
1+σ
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β=fp(x,y)=‖y‖
易知

fp(x,y)=t·β
t

显然,

fp(x,y)≤ inf
(x',y)∈B(x0,r)×B(0,r)

fp(x',y)+t·β
t

由文献[3]定理2.26中的Ekeland变分原理,存在(x
∧,y

∧)∈B(x0,r)×B(0,r)满足

fp(x
∧,y

∧)≤fp(x,y),‖(x
∧,y

∧)-(x,y)‖ ≤β
t

和

fp(x
∧,y

∧)≤fp(x',y)+t·‖(x',y)-(x
∧,y

∧)‖   ∀(x',y)∈B(x0,r)×B(0,r)
这意味着

(x
∧,y

∧)∈gphFw,p,‖y
∧
‖ ≤ ‖y‖,‖x

∧
-x‖+‖y

∧
-y‖ ≤β

t
且对任意的(x',y)∈B(x0,r)×B(0,r),

‖y
∧
‖ ≤ ‖y‖+t(‖x' -x

∧
‖+‖y-y

∧
‖)+δ((x',y);gphFw,p) (3)

下面证明0∈Fω,p(x
∧).假设0∉Fω,p(x

∧),则y
∧
≠0.显然,x

∧
∈B(x0,r),y

∧
∈B(0,r).因为

‖x
∧
-x0‖ ≤ ‖x

∧
-x‖+‖x-x0‖ ≤β

t +
r
2 <

α+ε
t +

r
2 <

r
2+

r
2=r

和

‖y
∧
‖ ≤ ‖y‖=β<α+ε<μ+ε<r

所以

(x
∧,y

∧)∈intB(x0,r)×intB(0,r)=int(B(x0,r)×B(0,r))

定义函数φ1,φ2,φ3:X ×Y →R分别为

φ1(x',y)=‖y‖

φ2(x',y)=t(‖x' -x
∧
‖+‖y-y

∧
‖)

φ3(x',y)=δ((x',y);gphFw,p)   ∀(x',y)∈X ×Y

由(3)式知,(x
∧,y

∧)是函数φ1+φ2+φ3 在X ×Y 上的局部极小值点.由文献[3]命题1.114得

(0,0)∈􀆟(φ1+φ2+φ3)(x
∧,y

∧)

显然,φ1和φ2在X×Y 上是局部Lipschitz连续的,且φ3在X×Y 上是下半连续的.由文献[3]推论1.81,

易知􀆟∞φ1(x
∧,y

∧)={(0,0)},􀆟∞φ2(x
∧,y

∧)={(0,0)}和􀆟φ2(x
∧,y

∧)⊂tBX* ×0+0×tBY* .由文献[3]

定理3.36得

(0,0)∈􀆟φ1(x
∧,y

∧)+􀆟φ2(x
∧,y

∧)+􀆟φ3(x
∧,y

∧)

由函数φ1 和φ3 的定义得

􀆟φ1(x
∧,y

∧)={0}×􀆟‖·‖(y
∧)   􀆟φ3(x

∧,y
∧)=N((x

∧,y
∧);gphFw,p)

因为y
∧
≠0,由文献[4]命题2.124得

􀆟‖·‖(y
∧)={y* ∈Y*:‖y*‖=1,<y*,y

∧>=‖y
∧
‖}

故存在y1
* ∈Y* 和(x3

*,y3
*)∈N((x

∧,y
∧);gphFw,p)使得
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‖y1
*‖=1,<y1

*,y
∧>=‖y

∧
‖,‖x3

*‖ ≤t,‖y1
* +y3

*‖ ≤t
因此,

‖y3
*‖ ≥1-t>0

令

x* =
x3

*

‖y3
*‖
   y* =-

y3
*

‖y3
*‖

则(x*,-y*)∈N((x
∧,y

∧);gphFw,p),从而x* ∈DN
*Fω,p(x

∧,y
∧)(y*).易知

‖y*‖=1,‖x*‖=
‖x3

*‖
‖y3

*‖ ≤
t
1-t<σ

这与条件 􀃡 矛盾,故0∈Fω,p(x
∧),即x

∧
∈G(ω,p),从而

dist(x,G(ω,p))≤ ‖x-x
∧
‖ ≤β

t <
α+ε
t

因为t<
σ
1+σ

,令t→
σ
1+σ

和ε→0,则

dist(x,G(ω,p))≤
α(1+σ)

σ =
1+σ
σ dist(0,F(ω,x,p))

  注1 文献[1]定理3.1需要假设度量投射的内半紧性,但是定理1不需要.从定理1的证明过程可以

看出,若将拓扑空间P 换成度量空间,定理的结论仍然成立.
定理2 假设定理1的条件 􀃠,􀃡 满足,且

􀃢 任意的ω ∈Ω,F(ω,·,·)在(x0,p0)是下半连续的.
则

1)任意的p∈P,G(·,p):Ω →→X 是B 可测的;

2)任意的ω∈Ω,G(ω,·):P →→X 在(x0,p0)周围是度量正则的,且具有系数1+σ
σ .事实上,存在

x0 的邻域V 和p0 的邻域U,使得对所有的(x,p)∈V×U 有

dist(x,G(ω,p))≤
1+σ
σ dist(0,F(ω,x,p))

成立.
证  显然,定理2的结论1)成立.现在证明定理2的结论2)也成立.任意的ω ∈Ω,由定理1,任意

的μ ∈ 0, rσ
2(1+σ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,任意的(x,p)∈B(x0,

r
2
)×B(p0,r)且dist(0,F(ω,x,p))<μ,有

dist(x,G(ω,p))≤
1+σ
σ dist(0,F(ω,x,p))

成立.注意到0∈F(ω,x0,p0)∩intBμ(0).由条件􀃢,存在x0的邻域V􀮨和p0的邻域U􀮨,使得对所有的

(x,p)∈V􀮨×U􀮨 有

F(ω,x,p)∩intBμ(0)≠Ø

成立.从而对所有的(x,p)∈V􀮨×U􀮨 有dist(0,F(ω,x,p))<μ.
令

V=B(x0,
r
2
)∩V􀮨   U=B(p0,r)∩U􀮨

下面证明V,U 和1+σ
σ

满足定理2的结论2).事实上,任意的(x,p)∈V×U,则(x,p)∈V􀮨×U􀮨,故
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dist(0,F(ω,x,p))<μ

又因为(x,p)∈B(x0,
r
2
)×B(p0,r),所以

dist(x,G(ω,p))≤
1+σ
σ dist(0,F(ω,x,p))

  定理3 假设定理1的条件 􀃠,􀃡 满足,P 是赋范空间的子集,且

􀃢 任意的ω ∈Ω,存在x0 的邻域V,p0 的邻域U 和常数l>0满足

F(ω,x,p')⊂F(ω,x,p)+l‖p' -p‖BY   ∀x∈V,∀p,p' ∈U (4)

则

1)任意的p∈P,G(·,p):Ω →→X 是B 可测的;

2)任意的ω ∈Ω,G(ω,·):P →→X 在(p0,x0)周围是Lipschitz的.

证  显然,定理3的结论1)成立.下面证明定理3的结论2)成立.任意的ω∈Ω,由定理1知任意的

μ ∈ 0, rσ
2(1+σ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,对所有的(x,p)∈B(x0,

r
2
)×B(p0,r)且dist(0,F(ω,x,p))<μ,有

dist(x,G(ω,p))≤
1+σ
σ dist(0,F(ω,x,p)) (5)

成立.现在证明G(ω,·)在(p0,x0)周围是Lipschitz的,即存在常数l'>0,p0的邻域U􀮨和x0的邻域V􀮨,

使得对所有的p,p' ∈U􀮨 有

G(ω,p)∩V􀮨 ⊂G(ω,p')+l'·‖p-p'‖BX

假设存在序列xk →x0,pk →p0 和p'
k →p0 且对所有的k=1,2,… 有

xk ∈G(ω,pk)\[G(ω,p'
k)+k‖pk -p'

k‖BX]

则对所有的k=1,2,…,有

k‖pk -p'
k‖ ≤dist(xk,G(ω,p'

k)) (6)

因为0∈F(ω,xk,pk),由(4)式,对充分大的k有

0∈F(ω,xk,p'
k)+l‖pk -p'

k‖BY

从而对充分大的k有

dist(0,F(ω,xk,p'
k))≤l‖pk -p'

k‖ (7)

特别地,对充分大的k,有

dist(0,F(ω,xk,p'
k))<μ (8)

综合(5)-(8)式可得

k‖pk -p'
k‖ ≤dist(xk,G(ω,p'

k))≤
1+σ
σ dist(0,F(ω,xk,p'

k))≤
l(1+σ)

σ ‖pk -p'
k‖

故当k充分大时有k≤
l(1+σ)

σ
,这是一个矛盾.

注2 定理3所使用的证明方法起源于文献[5]定理4.3,这与文献[6]定理3.5,文献[7]定理3.2和

文献[8]定理3.3的证明方法不同.
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