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q进制反射Gray码的几个注记①
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摘要:对整数q≥2给出一个计算q进制反射Gray码中码字位置的计算公式,二进制反射Gray码中码字的位置的

计算公式是此公式的一个特例.另外介绍了两种各具优势的生成q进制反射Gray码的算法:其中一个算法可生成q
进制反射Gray码中任意位置上的码字;另一个算法可逐个生成q进制反射Gray码中的码字.
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反射Gray码是1880年由法国工程师Baudot发明的一种编码,因Gray于1953年申请专利而得名[1].
反射Gray码属于可靠性编码,是一种错误最小化的编码,它大大减少了由一个状态到下一个状态时电路

中的混淆.由于这种编码相邻的两个码之间只有一位不同,因而在模—数转换中,当模拟量发生微小变化

而可能引起数字量发生变化时,反射Gray码仅改变一位,这与其它编码同时改变两位和多位的情况相比

更为可靠,允许代码电路能以较少的错误在较高的速度下工作.
由于反射Gray码是一种错误最小化的可靠性编码,因此在通信安全、数字模拟信号、编码理论研究、

密码研究等领域有相当广泛的应用.例如在文献[2]中提出的数字图像置乱技术的理论基础就是反射Gray
码.在过去的几十年里对反射Gray码的研究从未停止过[3-10],生成反射Gray码的算法也有很多,但对于

非二进制来说,由于反射Gray码自身的反射性使得这些算法错综复杂,实施起来比较困难.为了使生成反

射Gray码的算法更加条理化,实施起来更加方便,本文在前人的基础上给出一种可逐个生成反射Gray码

中码字的算法.
虽然在文献[3]中有论述自然码与反射Gray码之间的关系,但论述较为复杂,也未对所述关系进行证

明,而且没有将反射Gray码中具体码字的位置关系公式化,更没有给出具体的生成反射Gray码的算法.
本文继续研究反射Gray码与自然码之间的关系,给出一个可直接计算反射Gray码中任意码字位置的公式

以及证明,进而给出另一种可直接生成反射Gray码中任意位置上的码字的算法.

1 反射Gray码背景知识
长度为n 的q进制Gray码(称为q进制n阶Gray码)是所有q进制n元组的一种特殊排列,使得其中

任意两个相邻的n元组只有一个位置上的值不同且不同位置上的值的差的绝对值为1.反射Gray码是一种

特殊的Gray码,其归纳定义如下:
定义1 q进制1阶Gray码为Gq(1)= (0,1…q-1)T.对n>1,若q进制n-1阶反射Gray码

Gq(n-1)已经定义,则q进制n 阶反射Gray码为
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其中G'
q(n-1)是Gq(n-1)的反向排列,G'

q(n-i)是Gq(n-i)的反向排列,而

Gq(n-1)=
Gq(n-1) 若2|q-1
G'q(n-1) 若2⫮q-1{

长度为n 的q进制自然码(称为q进制n 阶自然码,记为Nq(n))是所有长度为n 的q进制数的一个排列,
其对应的十进制数分别为0,1,…,qn -1.

给定所有q进制n元组的一个排列,排列的序号从0开始.序号为i的码字也称为第i个位置的码字.为
方便起见,下面我们总假设讨论的n 元组的排列是写成一列的,一个n 元组一行.

2 一个确定Gq(n)中码字位置的公式

下面我们给出一个确定反射Gray码Gq(n)中任一码字位置的计算公式.
定理1 q进制n元组gn-1gn-2…g1g0 在反射Gray码序中的位置k可如下确定:令an-1=gn-1,对i=

0,1,2,…,n-2,令
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k=an-1qn-1+an-2qn-2+…+a1q+a0

  例1 以G3(3)为例验证定理1中公式的正确性,其中G3(3)中所有码字排列如下:
000 001 002 012 011 010 020 021 022
122 121 120 110 111 112 102 101 100
200 201 202 212 211 210 220 221 222

对G3(3)中的码字g=121,按定理1中的公式有:a2=g2=1;因为g2=1为奇数,所以a1=3-1-
g1=3-1-2=0;而g2+g1=3为奇数,故a0=3-1-g0=3-1-1=1.由定理1,g=121
在G3(3)中的位置为k=a232+a131+a0=32+1=10,与实际情况相符.

在证明定理1之前我们先给一个引理.
引理1 在Gq(n)中与任一码字g=gn-1gn-2…g0 从左向右前i个元素相同的不同码字(0≤i≤n-

1)为Gi
q(n-i),其中:G0

q(n)=Gq(n),Gq(0)与G'
q(0)均为空,对i=1,2,…,n-1

Gi
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若可以表示成上述形式,显然对于Gq(n)中从左向右前i个元素相同的不同码字在Gq(n)中是不间断地.
证  我们用数学归纳法对此引理加以证明.
对于与码g 从左向右第1个元素相同的不同码字来说,若将Gq(n)按顺序分为q组,则每组中码字的

第一个元素相同,且不同组之间第一个元素不同,所以与码g 从左向右第一个元素相同的不同码字就是这

q组中的某一组,显然是不间断地,而且由定义1可知,从左向右第一个元素为gn-1 的不同码字可表示为

gn-1Gq(n-1)即为Gq
1(n-1).

当2≤i≤n-1时,假设在Gq(n)中与码g从左向右前i-1元素相同的不同码字为Gi-1
q (n-i+1).

2 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第39卷



我们来证明对于Gq(n)中从左向右前i个元素相同的码字也具有同样的形式:

1)当2| ∑
n-1

k=n-i+1
gk,由反射Gray码的定义可知:
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若将Gq(n-i+1)按顺序分为q组,每一组第一个元素相同,不同组左边第一个元素不同.所以若取第i个相

同的元素为gn-i 即取Gq(n-i+1)中第一个元素为gn-i 的所有码字,则在Gq(n-i+1)中可表示为:

gn-iGq(n-i)

又因为 ∑
n-1

k=n-i+1
gk 为偶数,所以 gn-i 与∑

n-1

k=n-i
gk 的奇偶性相同.所以 Gq(n)中从左向右前i 个元素为

gn-1gn-2…gn-i 的不同码字可表示为Gi
q(n-i).

2)当2⫮ ∑
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gk 时,由反射Gray码的定义可知:
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若将G'
q(n-i+1)按顺序分为q组,每一组左边第一个元素相同,不同组左边第一个元素不同.所以若取

第i个相同的元素为gn-i 即取G'
q(n-i+1)中第一个元素为gn-i 的所有码字,则在G'

q(n-i+1)中可表

示为:

gn-iG'
q(n-i)

又因为 ∑
n-1

k=n-i+1
gk 为奇数,所以gn-i 与 ∑

n-1

k=n-i1
gk 的奇偶性相反.所以 Gq(n)中从左向右前i 个元素为

gn-1gn-2…gn-i 的不同码字可表示为Gi
q(n-i).

此种形式的码字在Gq(n)中的不间断性是显然的,因此引理得证.
下面我们来证明定理1.
证  任取Gq(n)中的一个码字g=gn-1gn-2…g0,若定理1中的an-1-i·qn-1-i(0≤i≤n-1)表示的

是将Gi
q(n-i)按顺序分为q组后,码g所在组之前的码字的个数,那么显然∑

n-1

i=0
an-i-1qn-i-1=∑

n-1

i=0
aiqi 表示

在Gq(n)中码g 之前码字的个数,也就是码g 在Gq(n)中的位置,下面证明这一点:
当i=0时,将G0

q(n-0)=Gq(n)分为q组,则g在第gn-1+1组,此组前面共有gn-1 组,而每组中

码字的个数为qn-1,所以此组前面共有gn-1qn-1 个码字,即为定理1中的an-1qn-1.
当1≤i≤n-1时,由引理1可知,与码g 从左向右前i个元素相同的码字必属于Gi

q(n-i),而且

Gi
q(n-i)在Gq(n)中是不间断地,我们分两种情况对ai 加以证明:

1)当2|∑
n-1

k=n-i

时,将Gi
q(n-i)分为q组,码g在第gn-i-1+1组,此组前面有gn-i-1组,每组中有qn-i-1

个码字,所以此组前面共有gn-i-1qn-i-1 个码字,即定理1中的an-1-iqn-1-i;

2)当2⫮∑
n-1

k=n-i

时,将Gi
q(n-i)分为q组,码g在第q-gn-i-1 组,此组前面有q-gn-i-1-1组,每组

中有qn-i-1 个码字,所以此组前面共有(q-1-gn-i-1)qn-i-1 个码字,即定理1中的an-1-iqn-1-i.所以

an-1-iqn-1-i(0≤i≤n-1)表示的是将Gi
q(n-i)按顺序分为q组后,码g 所在组之前码字的个数,所以

∑
n-1

i=0
an-i-1qn-i-1=∑

n-1

i=0
aiqi 表示码g 在Gq(n)中的位置,因此定理1得证.

二进制n元组an-1an-2…a1a0在二进制反射Gray码序中的位置k可如下确定:对i=0,1,2,…,n-1,
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令
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k=bn-12n-1+bn-22n-2+…+b12+b0
不难发现,二进制反射Gray码中码字位置的计算公式[5]是我们在定理1中给出公式的一个特例,因此我们

将反射Gray码中码字的位置公式由二进制推广到了q进制.

3 生成反射Gray码的两个算法
位置公式一旦确定,不难找到Gq(n)与Nq(n)之间存在的映射:我们取Gq(n)和Nq(n)中任意对应

位置上的码字分别为g=gn-1gn-2…g0,x=xn-1xn-2…x0,则F(g)=x,其中
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gi=

xn-1 i=n-1

xi 0≤i≤n-2且2|∑
n-1

k=i+1
gk

q-1-xi 0≤i≤n-2且2⫮∑
n-1

k=i+1
gk

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

下面给出两种生成反射Gray码的算法:
算法1 
Input:整数q≥2,n≠0
Output:qn ×n 矩阵G
N ←Nq(n);//矩阵N 的每一行均为自然码

G ←0qn×n
;//G 初始化为qn ×n 的0矩阵

fori=1:ndo
G(i,:)←F-1(N(i,:));//N 中每一行都用F-1 作用,F-1 即为上述Nq(n)到Gq(n)的映射

end
returnG
算法2 
Input:q,n
Output:Gq(n)

gn-1gn-2…g0 ←0n;Gq(n)←gn-1gn-2…g0;i←0
while(2|qandgn-1,gn-2,…,g0 ≠q-1,0n-1)or(2⫮qandgn-1,…,g0 ≠ (q-1)n)do
σ← (gn-1+gn-2+…+gi+1)mod2
ifσ=0andgi ≠q-1then
gi ←gi+1;i←0;
elseifσ=1andgi ≠0then
gi ←gi-1;i←0;
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else
i←i+1;
ifi=n-1andgi ≠q-1then
gi ←gi+1;i←0;
RowAppendgn-1gn-2…g0toGq(n)
end
两个算法各有其优点,其中算法1可以生成反射Gray中任意位置上的码字;算法2可以逐个生成反射

Gray码中的码字,当然也可以生成反射Gray码中任一码字的下一个码字.

4 结束语
本文给出了一个确定q进制反射Gray码中码字的位置的计算公式,而且已知的二进制反射Gray中码

字的位置计算公式是其特例,这样我们便将反射Gray码中码字的位置公式由二进制推广到了q进制.有了

本文给出的两种生成反射Gray码的算法,若给定q进制反射Gray码的一个位置,我们便可由算法1生成此

位置上的码字,若给定q进制反射Gray码中的任意一个码字,我们可由算法2生成它的下一个码字,当然

我们也可以由这两个算法分别生成q进制反射Gray码中的所有码字,这在通信安全以及数字模拟信号中的

应用是相当广泛的.
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Abstract:TheformulaforcalculatingthepositionofacodeinthebinaryreflectedGraycodesisalready
known.Thispaperpresentsaformulaforcalculatingthepositionofacodewordintheq-aryreflectedGray
codesforanyintegerq≥2,andthisformulatakesthebinarycaseasaspecialcase.Thispaperalsointro-
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