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平凡西罗限制模上的格林对应①
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摘要:研究了平凡西罗限制kG 模,刻画了不可分解平凡西罗限制kG 模的格林对应,证明了,若任意x ∈G-

H,都有P ∩Hx =1,特别地,若 H 是G 的强p 嵌入子群,那么,格林对应建立了不可分解平凡西罗限制kG

模的同构类和不可分解平凡西罗限制kH 模的同构类之间的一一对应.
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平凡西罗限制模是一类特别的内平凡模,内平凡模是内同态环(自同态环)在稳定模范畴中平凡

的kG 模[1],它是稳定模范畴的Picard群的元素[2],是内置换模的组成部分,而内置换模还是p 可解

群和p 幂零群等某些有限群的不可约模的源;平凡西罗限制模还是一种特别的p 置换模,而p 置

换模在块代数的p 置换等价和Dade群的结构方面都有重要应用[3].
在文献[4]中,J.Green首次提出了一种关于有限群G 上的不可分解模与其子群H 上的不可分解模之

间的转移定理,也就是著名的格林对应定理;在文献[5]中,他再次提出该定理,并用于研究有限群公理化

表示中的G 函子上的转移定理.如今,格林对应定理已经成为有限群表示论中的十分重要的研究工具,例

如,文献[6]研究了模覆盖和块覆盖与格林对应之间的关系.
本文研究平凡西罗限制模和它的格林对应,并刻画了平凡西罗限制kG 模的盖、顶、维数、分解结构;

证明了不可分解平凡西罗限制kG 模的格林对应恰是它的限制模的盖,以及,对于群G 的子群H 和西罗p
子群P,若任意x∈G-H,都有P∩Hx =1,那么,不可分解平凡西罗限制kH 模的诱导模仍是

平凡西罗限制kG 模.
此时,格林对应建立了不可分解平凡西罗限制kG 模同构类和不可分解平凡西罗限制kH 模同构类

之间的一一对应.特别地,若子群 H 在群G 中是强嵌入的,那么,格林对应也建立了不可分解平凡西罗限

制kG 模同构类和不可分解平凡西罗限制kH 模同构类之间的一一对应.

1 平凡西罗限制kG 模

本文中,我们设定,G 是一个有限群,p 是G 的阶的素数因子,k是一个特征为p 的数域,所有的模都

是有限生成的.关于本文的记号和术语,读者可参考文献[7-10].
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定义1 设P 是有限群G 的西罗p 子群,M 是一个kG 模,若M 限制到P 上有分解:ResG
PM =k􀱇

S,S 是一个投射kP 模,则称M 是一个平凡西罗限制kG 模.
注1 定义1中,由于

ResG
PEnd(M)≅End(Res

G
PM)≅k􀱇End(S)

而End(S)仍是投射模,所以,ResG
PM 是内平凡kP 模,从而,平凡西罗限制kG 模M 是内平凡kG 模(参

考文献[11]中的引理2.2).
注2 因为投射模的共轭模仍是投射模,所以定义1中的平凡西罗限制kG 模M 的定义不依赖于西罗

p 子群P 的选择.
注3 因为投射模都是置换模(参见文献[10]中的推论27.2),所以平凡西罗限制kG 模是p 置

换kG 模.
引理1 设P 是有限群G 的西罗p 子群,M 和N 是平凡西罗限制kG 模,U 是一个投射kG 模,

那么

1)对偶模M * 是平凡西罗限制kG 模;

2)共轭模Mg 平凡西罗限制kG 模;

3)M 􀱋N 是平凡西罗限制kG 模;

4)M 􀱇U 是平凡西罗限制kG 模.
证  1)设ResG

PM =k􀱇S,S 是投射kP 模,则

ResG
PM * =(ResG

PM)* =k􀱇S*

然而,由于kG 是自内射代数,投射模S的对偶S* 仍是投射模(参考文献[6]中的性质6.7),所以,M * 是

平凡西罗限制kG 模.

2)同理,由参考文献[6]中的例10.10知,Mg ≅M,那么,ResG
PMg ≅ResG

PM=k􀱇S,共轭模Mg 是

平凡西罗限制kG 模.

3)又设ResG
PN =k􀱇T,T 是投射kP 模,那么

ResG
P(M 􀱋N)=(k􀱇S)􀱋 (k􀱇T)≅k􀱇S􀱇T 􀱇S􀱋T

而S􀱋T 是投射模,所以,M 􀱋N 是平凡西罗限制kG 模.

4)ResG
P(M 􀱇U)=(k􀱇S)􀱇ResG

PU ≅k􀱇(S􀱇ResG
PU),而ResG

PU 是投射kP 模,所以M 􀱇U
是平凡西罗限制kG 模.

引理2 M 是平凡西罗限制kG 模,那么dim(M)=1(mod|G|p).

证  设ResG
PM =k􀱇S,S 是投射kP 模,p 是G 的西罗p 子群,由文献[6]中的习题21.2知

dim(S)=1(mod|P|)

所以

dim(M)=dim(ResG
PM)=1+dim(S)=1(mod|G|p)

  性质1 每个平凡西罗限制kG 模M 都可分解为一个不可分解平凡西罗限制kG 模N 和一个投

射kG 模U 的直和,并且该分解在kG 模同构的意义下是唯一的.
证  设N 是M 的不可分解非投射直因子,p 是G 的西罗p 子群,那么,由Krull-Schmidt定理知

ResG
PN =k􀱇X

式中,X 是一个投射kP 模,所以,N 是一个不可分解平凡西罗限制kG 模.
另一方面,若M 还有与N 一样的不可分解非投射直因子,则平凡模k在ResG

PM 的直和分解中的重数
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是2,这与Krull-Schmidt定理相矛盾.
我们称性质1中的不可分解平凡西罗限制kG 模N 为M 的盖.
性质2 1)设M 是不可分解平凡西罗限制kG 模,那么M 的顶是群G 的西罗p 子群;

2)设M 是H 投射平凡西罗限制kG 模,H 是G 的子群,那么 H 包含群G 的某个西罗p 子群.
证  1)反证法.若M 的顶是G 的真p 子群,那么,由文献[6]中的习题23.1知

dim(M)=0(modp)

这与引理2相矛盾.

2)由性质1,设N 是M 的盖,那么,N 是不可分解H 投射平凡西罗限制kG 模,由(1)知,N 的顶

是G 的西罗p 子群,这说明,H 必须包含G 的某个西罗p 子群.
由性质2得知,任何平凡西罗限制kG 模的盖的顶是G 的西罗p 子群.

2 平凡西罗限制模上的格林对应

引理3 设 H 是G 的子群,M 是平凡西罗限制kG 模,那么限制模ResG
HM 是平凡西罗限制kH 模.

证  设G 的西罗p 子群P 包含 H 的西罗p 子群Q,并设ResG
PM =k􀱇S,S 是投射kP 模,

那么

ResH
Q(Res

G
HM)=Res

G
QM =ResP

Q(Res
G
PM)=k􀱇ResP

QS

而ResP
QS 是投射kQ 模,所以,ResG

HM 是平凡西罗限制kH 模.
推论1 设H 是G 的子群,M 是kG 模,若H 包含群G 的西罗p 子群,那么,M 是平凡西罗限制kG

模当且仅当限制模ResG
HM 是平凡西罗限制kH 模.

证 由引理3得知必要性成立.下面证明充分性.设H 包含G 的西罗p 子群P,那么,若ResG
HM 是

平凡西罗限制kH 模,即

ResG
PM =ResH

P(Res
G
HM)

而

ResH
P(Res

G
HM)=k􀱇Y

且Y 是投射kP 模,所以,M 是平凡西罗限制kG 模,充分性得证.
格林对应定理[9] 设P 是群G 的p 子群,H 是G 的子群,并且 H ≥NG(P);又设V 是不可分

解kG 模,U 是不可分解kH 模,并且P 是它们的顶;那么

1)ResG
HV 和IndG

HU 分别有唯一的顶为P 的不可分解直因子f(V)和g(U);

2)g(f(V))≅V 和f(g(U))≅U,f和g建立了顶为P 的不可分解kG 模同构类和顶为P 的不可分

解kH 模同构类之间的一一对应(参见文献[9]中的定理11.6.4).
上述一一 对 应 也 称 为 格 林 对 应,它 由J. Green在 文 献[4]中 首 次 提 出.下 面 的 引 理 4 称 为

Burry-Puig-Carlson定理(参见文献[9]中的定理11.6.9).
引理4 设P 是群G 的p 子群,H 是G 的子群,并且H ≥NG(P);又设V 是一个不可分解kG 模,

并且U 是ResG
HV 的不可分解直因子;若P 是U 的顶,那么,U 恰是V 的格林对应.

定理1 设P 是群G 的西罗p 子群,H 是G 的子群,并且H ≥NG(P);若M 是不可分解平凡西罗

限制kG 模,那么,M 的格林对应是一个不可分解平凡西罗限制kH 模,并且,它恰是ResG
HM 的盖.

证  由引理3知,ResG
HM 是平凡西罗限制kH 模;由性质1和性质2得知,对于ResG

HM,它的盖是

其唯一的不可分解平凡西罗限制直因子,并且,它的盖的顶是G 的西罗p 子群,这说明,它的盖是其唯一
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的顶为G 的西罗p 子群的不可分解直因子;再由引理4知,M 的格林对应恰是ResG
HM 的盖,它是一个不

可分解平凡西罗限制kH 模.
定理2 设H 是G 的子群,N 是平凡西罗限制kH 模,并且M =IndG

HN;那么,M 是平凡西罗限制

kG 模当且仅当H 包含G 的西罗p 子群P 并且P ∩Hx =1,x ∈G-H.
证  若 H 的西罗p 子群Q 是G 的西罗p 子群P 的真子群,那么,M 是 H 投射kG 模,从而

是Q 投射kG 模(参见文献[9]中的性质11.3.5),再由文献[6]中的习题23.1知

dim(M)=0(modp)

结合引理2,得知M 不是平凡西罗限制kG 模.
下面的证明中,设Q=P,即H 包含G 的西罗p 子群P;此时,由Frobenius互反律(参见文献[9]中

的推论4.3.8)知

ResG
PM =ResG

PInd
G
HN =􀱇x∈P\G/HIndP

P∩HxResHx

P∩HxNx =

N 􀱇x∈P\G/H,x≠1Ind
P
P∩HxResHx

P∩HxNx

这说明,若M 是平凡西罗限制kG 模,那么,一方面,由推论1得知,ResG
PM 是平凡西罗限制kP 模,再

由性质1得知,对于每一个x ∈P\G/H,x ≠1,IndP
P∩HxNx 都是投射kP 模.

另一方面,共轭模Nx 是平凡西罗限制kHx 模,从而

k|ResHx

P∩HxNx

以及

IndP
P∩Hxk|IndP

P∩HxResHx

P∩HxNx

这说明,IndP
P∩Hxk是投射kP 模,所以P ∩Hx 是平凡子群,即P ∩Hx =1.必要性得证.

反之,若P ∩Hx =1,x∈G-H,与上述必要性证明类似,结合性质1得知,ResG
PM 是平凡西罗限

制kP 模,再由推论1,M 是平凡西罗限制kG 模.充分性得证.
设 H 是群G 的子群,若H 含有p 元素,但对每个x∈G-H,H ∩Hx 都是p'群,则称H 是G 的

强p 嵌入子群.强p 嵌入子群H 包含G 的任何p 子群的正规化子[12].
定理3 设 H 是群G 的子群,N 是不可分解平凡西罗限制kH 模;若H 是G 的强p 嵌入子群,那

么N 的格林对应是一个不可分解平凡西罗限制kG 模,并且,它恰是IndG
HN 的盖.

证  设强p 嵌入子群H 包含G 的西罗p 子群P,那么,H ≥NG(P),并且,对每个x ∈G-H,

H ∩Hx 都是p' 群,从而,P ∩Hx =1,由定理2得知,IndG
HN 是平凡西罗限制kG 模,由性质2知,

IndG
HN 的盖是其唯一顶为P 的不可分解直因子,再由引理4得知,IndG

HN 的盖是N 的格林对应,它是一个

不可分解平凡西罗限制kG 模.
对于有限群G 以及它的西罗p 子群P,若P ∩Px =1,x ∈G-NG(P),则称西罗p 子群P 是平

凡交的,此时,NG(P)是G 的强p 嵌入子群;若G 的任何两个不同的西罗p 子群的交子群都是平凡的,

我们称G 为有平凡西罗交[13].
推论2 设P 是群G 的西罗p 子群,H 是G 的子群,并且H ≥NG(P),N 是不可分解平凡西罗限

制kH 模;若G 有平凡西罗交,那么N 的格林对应是一个不可分解平凡西罗限制kG 模,并且,它恰是

IndG
HN 的盖.
证  G 有平凡西罗交,那么,H 是G 的强p 嵌入子群,由定理3得知推论2成立.
推论3 设P 是群G 的西罗p 子群,H =NG(P),N 是不可分解平凡西罗限制kH 模;若P 是平凡

交的,那么N 的格林对应是一个不可分解平凡西罗限制kG 模,并且,它恰是IndG
HN 的盖.
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证  P 是平凡交的,那么,H 是G 的强p 嵌入子群,由定理3得知推论3成立.
定理4 设群G 的子群H 和西罗p 子群P 满足G>H ≥NG(P);若P∩Hx =1,x∈G-H,

那么格林对应建立了不可分解平凡西罗限制kG 模同构类和不可分解平凡西罗限制kH 模同构类之间

的一一对应.
证 一方面,由定理1知,不可分解平凡西罗限制kG 模M 的格林对应f(M)是一个不可分解平凡西

罗限制kH 模,并且,它恰是ResG
HM 的盖.

另一方面,由定理2知,不可分解平凡西罗限制kH 模N 的格林对应g(N)是一个不可分解平凡西罗

限制kG 模,并且,它恰是IndG
HN 的盖.

综上,在 H ≥NG(P),且P∩Hx =1,x∈G-H 的情形下,不可分解平凡西罗限制模在格林对应

下封闭,那么,由格林对应定理得知,格林对应建立了不可分解平凡西罗限制kG 模同构类和不可分解平

凡西罗限制kH 模同构类之间的一一对应.
定理5 设 H 是G 的子群,N 是平凡西罗限制kH 模;若H 是群G 的强p 嵌入子群,那么格林对

应建立了不可分解平凡西罗限制kG 模同构类和不可分解平凡西罗限制kH 模同构类之间的一一对应.
证 设强p 嵌入子群H 包含G 的西罗p 子群P.那么,首先,H ≥NG(P);其次,由定理1,不可

分解平凡西罗限制kG 模M 的格林对应f(M)是一个不可分解平凡西罗限制kH 模,并且,它恰是

ResG
HM 的盖;再次,由定理3,不可分解平凡西罗限制kH 模N 的格林对应g(N)是一个不可分解平凡西

罗限制kG 模,并且,它恰是IndG
HN 的盖.

综上,结合格林对应定理得知,当H 是群G的强p 嵌入子群时,格林对应建立了不可分解平凡西罗限

制kG 模同构类和不可分解平凡西罗限制kH 模同构类之间的一一对应.
推论4 设P 是群G 的西罗p 子群,H 是G 的子群,并且 H ≥NG(P);若G 有平凡西罗交,那

么格林对应建立了不可分解平凡西罗限制kG 模同构类和不可分解平凡西罗限制kH 模同构类之间的

一一对应.
证  由推论2和定理5的证明即可证得.
推论5 设P 是群G 的西罗p 子群,H = NG(P),N 是不可分解平凡西罗限制kH 模;若P 是

平凡交的,那么格林对应建立了不可分解平凡西罗限制kG 模同构类和不可分解平凡西罗限制kH 模

同构类之间的一一对应.
证  由推论3和定理5的证明即可证得.
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OnGreenCorrespondenceforthekG-Module
withTrivialSylowRestriction

HUANGWen-lin
SchoolofInformation,RenminUniversityofChina,Beijing100872,China

Abstract:Inthispaper,westudythekG-modulewithtrivialSylowrestriction,investigateitsGreencorre-

spondentandprovethatifP∩Hx=1foranyx∈G-Hand,inparticular,Hisastronglyp-embedded

subgroupofG,thenGreencorrespondencesetsupabijectionbetweentheisomorphismclassesoftheinde-

composablekG-modulewithtrivialSylowrestrictionandoftheindecomposablekH-modulewithtrivial

Sylowrestriction.

Keywords:modulewithtrivialsylowrestriction;greencorrespondence;stronglyp-embeddedsubgroup
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