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可以表示成3个或4个交换子群并的群①

郭红如, 吕 恒

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:主要证明了一个群如果可以表示为3个或4个交换子群的并,则下列结论成立:① 群G 可以表示成3个交

换子群的并当且仅当G/Z(G)≅Z2×Z2;② 群 G 可 以 表 示 成4个 交 换 子 群 的 并 当 且 仅 当 G/Z(G)≅S3 或

G/Z(G)≅Z3×Z3.
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一个群能表示成若干个交换子群的并和一个群可以表示成若干个真子群的并是有区别的,例如D12能

表示成3个真子群的并,但表示成交换子群的并时最少是4个.文献[1-2]分别给出了有限群G表示为3个

或4个真子群的并时,G 分别同态于K4 和同态于S3 或Z3×Z3.文献[3]给出了当G 是n阶有限群时,存

在一个整数K ≤n/2+1,使得G 可以表示为K 个交换子群的并;文献[4]介绍并研究了能覆盖一般线性

群GLn(q)的交换子群族,证明了这个交换子群族包含了所有的循环矩阵(特征多项式等于极小多项式的矩

阵)的中心化子,并且当q>n 时两者相等.在研究有限群的真子群的覆盖问题上延伸出来的非交换群在什

么条件下可以表示为交换子群的并的问题成为一个有趣的问题.主要证明了一个有限非交换群G 可以表示

为3个交换子群的并的充分必要条件是G/Z(G)≅Z2×Z2;有限非交换群G 可以表示为4个交换子群的

充分必要条件是G/Z(G)≅S3 或G/Z(G)≅Z3×Z3.
在后面的叙述中,我们总假定群G 非交换且能最少表示为n个不同的交换子群的并,并且这n个不同

的交换子群总可以是G 的极大的交换子群.本文所用到的群论知识请参考文献[5].

1 主要结论及证明

下面给出本文的主要结论及证明.
引理1 有限p 群P 不能表示为小于或者等于p 个交换真子群的并.
证  显然P 不能是循环群.因此P/Ф(P)≅Cp ×Cp ×…Cp,其中Ф(P)是P 的Frattini子群,Cp

是p 阶循环子群.易得P/Ф(P)的极大子群个数一定是大于或者等于p+1.又P 的所有极大子群包含

Ф(P),从而可得P 的极大子群个数一定是大于或者等于p+1.而对于P 的任意交换子群A,A 一定包含

在P 的一个极大子群内,故G 不能表示为p 个交换子群的并.
引理2 设群G 是其非交换子群G1 与非交换子群G2的直积.若G1 与G2 分别可以表示成m 和n个交

换子群的并,则G 可以表示成至少mn 个交换子群的并.
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证  设G1=A1∪A2∪…∪Am,G2=B1∪B2∪…∪Bn.对任意的g∈G1×G2,g=g1g2,其

中g1 ∈G1,g2 ∈G2.因此存在i,j使得

g1 ∈Ai   g2 ∈Bj   1≤i≤m,1≤j≤n
于是g∈AiBj.显然AiBj 是交换群.故G=∪

i,j
AiBj 可以表示成mn 个交换子群的并.

下面先证明

G ≠ ∪
i,j≠1

AiBj

令

K =∪
i,j≠1

AiBj

分别取

a1 ∈G1-∪
i≠1

Ai   b1 ∈G2-∪
j≠1

Bj

即a1b1 ∈A1B1.若a1b1 ∈K,即存在i,j不同时为1使得

a1b1 ∈AiBj

于是存在ai ∈Ai,bj ∈Bj 使得

a1b1=aibj

从而可得

a1ai
-1=bjb1-1=1

即

a1=ai ∈Ai   b1=bj ∈Bj

这与a1 ∈G1-∪
i≠1

Ai,b1 ∈G2-∪
j≠1

Bj 的选取矛盾.因此K ≠G.

若G= H1∪H2∪ … ∪Hk,其中Hi 是G 的极大交换子群,1≤i≤k.下证k≥mn.易得Ai=
G1 ∩Hi,Bi= G2 ∩Hi 是G1 和G2 的极大交换子群.令集合

A={G1 ∩Hi|1≤i≤k}   B={G2 ∩Hi|1≤i≤k}
则可得

G1=∪
Ai∈A

Ai   G2=∪
Bi∈B

Bi

由题设可得|A|≥m,|B|≥n.由前两段的证明可得G 可以表示成|A||B|≥mn个交换子群的并,故

k≥mn.由此表明结论成立.
引理3 有限非交换p 群G 恰能表示为p+1个交换真子群的并当且仅当G/Z(G)≅Cp ×Cp.其中

Cp 是p 阶循环子群.
证  充分性  若G/Z(G)≅Cp ×Cp,则易得G/Z(G)可以表示成p+1个循环子群的并,故G 可

以表示成p+1个交换子群的并.
必要性  设G=A1 ∪A2 ∪ … ∪Ap+1.Ai 是交换子群,1≤i≤p+1.若存在两个Ai 不是极大子

群,不妨设Ai,A2 不是极大子群,则

|G∶Ai|≥p2   i=1,2
即

|Ai|≤|G|/p2   i=1,2
因此存在j≥2使得

|Aj|> (|G|-|A1|-|A2|)/(p-1)≥ (1-2/p2)(1/(p-1))|G|≥ (1/p)|G|
即Ai=G,矛盾.故A1,…,Ap+1中至多一个子群不是极大子群.现令A2,A3是两个互不相同的极大子群,

则G=A2A3 且|G∶A2 ∩A3|=p2.显然Z(G)=A2 ∩A3 且G/Z(G)≅Cp ×Cp.
定理1 群G 可以表示为3个交换子群的并的充分必要条件为G/Z(G)≅Z2×Z2.
证  充分性  由于Z2×Z2 仅有3个循环子群,因此易得G 可以表示成3个交换子群的并.
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必要性  易得G 存在极大交换子群H 使得|G∶H|<3.因此|G∶H|=2,则H◁—G.任意取x∈
G-H,y∈H,若[x,yi]≠1,1≤i≤m,则易得x,xy,xy2,…,xym,y 两两互不交换,因此在互

不相同的交换子群里面,即可得m=1.由于G 不幂零,即H 中只有Sylow2 子群存在元与x不交换.因此

G 幂零且只有Sylow2 子群非交换.于是G 的Sylow2 子群可以表示为3个交换子群的并,由引理3知结论

成立.
定理2 若群G 可以表示为4个交换子群的并的充分必要条件为G/Z(G)≅S3 或G/Z(G)≅Z3×Z3.
证  首先证明G 可解.假设G=H1 ∪H2 ∪H3 ∪H4,其中 Hi(1≤i≤4)是群G 的极大交换子

群.由于1∈∩Hi(i=1,2,…,4),因此一定存在某个 Hi 使得|G∶Hi|<4(取阶最大的 Hi).
若|G∶Hi|=2,则G 可解;若|G∶Hi|=3,则|G∶(Hi)G||6,其中(Hi)G 为Hi 在G 中的核.

此时G/(Hi)G 可解,故G 可解.
充分性  要证明G/Z(G)≅S3 或G/Z(G)≅Z3×Z3,易得G/Z(G)都可以表示成4个循环子群的

并,故G 可以表示成4个交换子群的并.
必要性  要证明G/Z(G)≅S3 或G/Z(G)≅Z3×Z3,首先证明q>3时,G 的Sylowq 子群Q ≤

Z(G).
显然Q 包含在一个正规的交换子群中,因此Q 是G 的正规子群.仅需考虑对任意x∈G,其中|x|=

2α 或3β(α,β≥0).考虑半直积H =<x>|×Q.则<x>是H 的Sylow2 子群或Sylow3 子群.若对任意y∈
Q 有[x,xy]=1,由于<x>=<xy>都是H 的Sylow 子群,因此<x>◁—H,于是可得[<x>,Q]=1,即Q≤
Z(G).

若存在y∈Q,使得[x,y]≠1,则集合

X ={x,xy,xy2,…,xyq-1,(q>3)}
中的元一定不是两两交换的.否则设

[xyi,xyj]=1   1≤i,j≤q-1
于是

[x,xyj-i]=1
从而可得

<x>=<xyj-i>
即子群<x>◁—<x,y

j-i>.由此可得[x,yj-i]=1,而(j-i,q)=1,同理可得[x,y]=1,矛盾.因此集合X
中任意两个元不能交换,即不能同时在一个交换子群里面.又q≥5,这与题设G 可以表示为4个交换子群

相矛盾.
所以当G 幂零时,由引理2可得只有G 的Sylow3 子群不是交换群,从而G 的Sylow3 子群P3 可以

表示成4个交换子群的并,进一步由引理3知

P3/Z(P3)≅Z3×Z3

从而得到

G/Z(G)≅Z3×Z3

  G 不幂零时,前面证明存在极大交换子群H 使得 [G∶H]≤3.若|G∶H|=2,则H◁—G.类似定理

1的证明,任意取x∈G-H,y∈H,若[x,yi]≠1,1≤i≤m,则易得x,xy,xy2,…,xym,y两

两互不交换,因此在互不相同的交换子群里面,即可得m ≤2.由于G 不幂零,即H 中只有Sylow3 子群

存在元与x 不交换.又由文献[5]的定理2.7知

H =CH(<x>)×[H,<x>]
其中[H,<x>]包含在H 的Sylow3 子群中且[H,<x>]所有元与x不交换.于是[H,<x>]是3阶循环群,
故Z(G)=CH(<x>)且G/Z(G)≅S3.
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若|G∶H|=3且 H◁—G,类似可得 H 中只有Sylow2 子群存在元与x 不交换且

H =CH(<x>)×[H,<x>]
其中[H,<x>]包含在H 的Sylow2 子群中,[H,<x>]所有元与x 不交换.若|[H,<x>]|≥4,取互不

相同非单位元y1,y2,y3∈[H,<x>],则易得x,xy1,xy2,xy3,x2y1是两两互不交换,矛盾.故|[H,
<x>]|<4,此时可得G/Z(G)是6阶交换群,与G 非幂零矛盾.

若|G∶H|=3且 H 不是G 的正规子群,则 HG ≤Z(G)且|G∶HG|=6,由G 非幂零,此时可得

G/HG ≅S3.

参考文献:
[1] 宋科研,陈贵云.再论能表示为三个交换子群的并的群 [J].西南大学学报(自然科学版),2009,31(4):6-7.
[2] 宋科研,晏燕雄.论能表为四个真子群的并的群 [J].西南大学学报(自然科学版),2011,33(2):6-7.
[3] MASONDR.OnCoveringofAFiniteGroupbyAbelianSubgroups[J].MathProcCambPhilSoc,1978,83(2):

205-209.
[4] AZADA,IRANMANESH MA,PRAEGERCE.AbelianCoveringsofFiniteGeneralLinearGroupsandAnApplica-

tiontoTheirNon-CommutingGraphs[J].JAlgebraicCombin,2011,34:683-710.
[5] 徐明耀.有限群论导引 [M].北京:科学出版社,2001.

OnGroupsWhichAretheUnionsof
ThreeorFourAbelianSubgroups

GUOHong-ru, LÜ Heng
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Thispaperinvestigatesthegroupswhicharetheunionsofthreeorfourabeliansubgroupsandob-
tainsthefollowingresults:(1)GroupGistheunionofthreeabeliansubgroupsifandonlyifG/Z(G)≅Z2×
Z2;(2)GroupGistheunionoffourabeliansubgroupsifandonlyifG/Z(G)≅S3orG/Z(G)≅Z3×Z3.
Keywords:abeliansubgroup;non-commutingset;nilpotentgroup
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