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一类锥约束变分不等式问题的间隙函数和误差界①
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摘要:鉴于间隙函数与误差界在优化方法中有重要的作用,特别地,误差界能刻画可行点和变分不等式解集之间

的有效估计距离.利用像空间分析法,构造了带锥约束变分不等式的间隙函数.然后,利用此间隙函数,得到了带

锥约束变分不等式的误差界.
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众所周知,变分不等式在优化理论和方法、经济管理与交通等方面都有着广泛的应用[1-3].间隙函数的

概念首次被引入用于凸优化问题的研究,随后才应用于变分不等式.一方面,由于间隙函数将变分不等式

问题转换为等价的优化问题,故可用优化求解法和算法来求得变分不等式的解.另一方面,间隙函数在设

计新的全局收敛算法和分析一些迭代方法的收敛速率以及导出误差界等方面非常有用[4-5].
本文主要研究带锥约束的变分不等式,旨在利用像空间分析得到间隙函数.像空间分析法是一个非常

有力的工具,用于研究各种类型的问题,它把各类问题等价地表示成一个参数系统的不可行性以及约束优

化像空间中两个集合的分离性,近年来,像空间分析法受到相当大的关注[6-9].
本文由三部分组成.第一部分简要回顾了一些准备知识,并分析了像空间分析的一般特征;第二部分

利用像空间分析,给出了带锥约束变分不等式的两个间隙函数;第三部分利用两个间隙函数,得到了在逆

强伪单调假设条件下带锥约束变分不等式的解集的误差界.

1 预备知识

首先回顾一些符号和定义,集合M ⊆Rn 的内部和边界分别表示为intM 和M.设K ⊂Rn 为内部非空

的闭凸点锥.
给定函数f:Rn →Rn.本文考虑如下带锥约束的变分不等式:找到x* ∈Rn,使得

f(x*)∈Ω   (y-f(x*))Tx* ≥0   ∀y∈Ω (1)

其中Ω={y∈Rn:g(y)∈D},g:Rn →Rm 为向量值映射,D ⊆Rm 为内部非空的闭凸点锥.
接下来,我们给出变分不等式(1)像的主要特点.给定x* ∈Rn,定义映射

Ax*:Rn →R1+2m   Ax*(y)=((f(x*)-y)Tx*,g(y),g(f(x*)))

考虑集合
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K(x*)={(u,v,τ)∈R1+2m:(u,v,τ)=Ax*(y),y∈Rn}

H={(u,v,τ)∈R1+2m:u>0,(v,τ)∈D×D}
其中K(x*)称为变分不等式(1)的像,R1+2m 称为像空间.显然,x* ∈Rn 是变分不等式(1)的解,当且仅

当广义系统

Ax* ∈H   y∈Rn (2)

是不可行的,或等价于

K(x*)∩H=Ø
对于定义在集合X ⊆Rn 和α∈R的函数h,集合

lev≥αh={x∈X:h(x)≥α}   lev>αh={x∈X:h(x)>α}
分别称为函数h 的非负水平集和正水平集.

定义1 给定e∈-intK,定义Gerstewitz函数ξe,K:Rn →R为:

ξe,K(y)=min{r∈R:y∈re+K}   y∈Rn

  命题1[11-12] 对任意给定的e∈-intK,y∈Rn 和r∈R,有下面的结论成立:

ξe,K(y)<r⇔y∈re+intK;

ξe,K(y)≤r⇔y∈re+K;

ξe,K(y)=r⇔y∈re+K;

 Gerstewitz函数ξe,K 在Rn 上是下降的,即

x-y∈K⇒ξe,K(x)≤ξe,K(y)   ∀x,y∈Rn

2 间隙函数

本节构造了变分不等式(1)的两个间隙函数.首先回顾一下变分不等式的间隙函数的基本定义.
定义2 称函数P:Rn →R∪ {+∞}为变分不等式(1)的间隙函数,若

P(x)≥0,∀x ∈Rn;

P(x*)=0当且仅当x* ∈S.
设θ>0.考虑函数

P1(x)= sup
(u,v,τ)∈K(x)

inf
λ,β∈R+

[θu-λξe,D(v)-βξe,D(τ)]   ∀x∈Rn

P2(x)= sup
(u,v,τ)∈K(x)

inf
λ,β∈R+

[θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-r(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]   ∀x∈Rn

其中e∈-intD,r为正实数,扩张函数σ:Rm →R上半连续且

argmin
z∈Rm

σ(z)={0Rm}   σ(0Rm)=0

  引理1 设θ>0,且

ω(u,v,τ;θ,λ,β)=θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))   λ,β∈R+

则

H= ∩
λ,β∈R+

lev>0ω(·;θ,λ,β)=lev>0 inf
λ,β∈R+

ω(·;θ,λ,β) (3)

  证  为了得到式(3),只需证

H= ∩
λ,β∈R+

lev>0ω(·;θ,λ,β)⊇lev>0 inf
λ,β∈R+

ω(·;θ,λ,β)⊇H (4)

首先证式(4)中的等号成立.对任意λ,β∈R+,(u,v,τ)∈H,均有θu>0.又由命题1,0Rm ∈({v}-D)∩
({τ}-D)和σ(0Rm

)=0知

ω(u,v,τ;θ,λ,β)=θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))>0

这意味着
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∩
λ,β∈R+

lev>0ω(·;θ,λ,β)⊇H (5)

下证

∩
λ,β∈R+

lev>0ω(·;θ,λ,β)⊆H (6)

为此,只需证当(u,v,τ)∉H时,存在λ,β∈R+,使得ω(u,v,τ;θ,λ,β)≤0即可.设(u,v,τ)∉
H,下面分3种情形来讨论:

情形1 若u≤0,(v,τ)∈D×D,则不妨设λ,β=0.由于argmin
z∈Rm

σ(z)={0Rm},σ(0Rm)=0,因此

σ(z)≥0对所有z∈Rm 均成立.再由0Rm ∈ ({v}-D)∩ ({τ}-D)和σ(0Rm)=0知

sup
z∈{v}-D

(-rσ(z))=0   sup
t∈{τ}-D

(-rσ(t))=0

故有ω(u,v,τ;θ,λ,β)=θu≤0.

情形2 若u>0,v∉D,τ∈D,则不妨设λ=
θu

ξe,D(v)
,β=0,由命题1知λ,β∈R+.再由ξe,D(·)

在Rm 上是下降的且对所有z∈Rm,σ(z)≥0.从而有

ω(u,v,τ;θ,λ,β)≤θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z))≤θu-λξe,D(v)=0

  情形3 若u>0,v∈D,τ∉D,则不妨设λ=0,β=
θu

ξe,D(τ)
,由命题1知λ,β∈R+.再由ξe,D(·)

在Rm 上是下降的且对所有z∈Rm,σ(z)≥0.故有

ω(u,v,τ;θ,λ,β)≤θu-βξe,D(τ)=0
由式(5)和式(6)可得式(4)中的等号成立.

接下来,我们证式(4)的第一个包含关系.任取(u,v,τ)∈lev>0 inf
λ,β∈R+

ω(·;θ,λ,β),均有

inf
λ,β∈R+

ω(u,v,τ;θ,λ,β)>0

故

ω(u,v,τ;θ,λ,β)>0   ∀λ,β∈R+

从而

(u,v,τ)∈ ∩
λ,β∈R+

lev>0ω(·;θ,λ,β)

这意味着

∩
λ,β∈R+

lev>0ω(·;θ,λ,β)⊇lev>0 inf
λ,β∈R+

ω(·;θ,λ,β)

下证式(4)的第二个包含关系.任取(u,v,τ)∈H,由命题1 和0Rm ∈ ({v}-D)∩ ({τ}-D)知

inf
λ,β∈R+

ω(u,v,τ;θ,λ,β)≥ inf
λ,β∈R+

[θu-(λ+β)ξe,D(0Rm)-2rσ(0Rm)]=θu>0

于是有

lev>0 inf
λ,β∈R+

ω(·;θ,λ,β)⊇H

因此,式(4)成立.
注1 若函数ω(u,v,τ;θ,λ,β)=θu-λξe,D(v)-βξe,D(τ)(λ,β∈R+),那么等式(3)也成立.
定理2.1 函数Pi(x)(i=1,2)是变分不等式(1)的间隙函数.
证  只需证P2(x)是变分不等式(1)的间隙函数,P1(x)的证明类似.任取x∈Rn,下面分为两种情

形来讨论:

情形1 设x ∈S,则有K(x)∩H=Ø.又由式(3)知

H=lev>0 inf
λ,β∈R+

[θ(·)+ sup
z∈{·}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{·}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]

于是,
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K(x)∩lev>0 inf
λ,β∈R+

[θ(·)+ sup
z∈{·}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{·}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]=Ø

即

inf
λ,β∈R+

[θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]≤0   ∀(u,v,τ)∈K(x)

因此

P2(x)= sup
(u,v,τ)∈K(x)

inf
λ,β∈R+

[θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+

sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]≤0 (7)

  另一方面,由0Rm ∈g(f(x))-D 知

P2(x)= sup
(u,v,τ)∈K(x)

inf
λ,β∈R+

[θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]=

sup
y∈Rn

inf
λ,β∈R+

[θ((f(x)-y)Tx)+ sup
z∈g(y)-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈g(f(x))-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]≥

inf
λ,β∈R+

[θ×0+ sup
z∈g(f(x))-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈g(f(x))-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]≥

inf
λ,β∈R+

[-(λ+β)ξe,D(0Rm)-2rσ(0Rm)]=0 (8)

从而由(7)和(8)知,P2(x)=0.
反之,假设存在x ∈Rn 使得P2(x)=0.则有

inf
λ,β∈R+

[θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]≤0   ∀(u,v,τ)∈K(x)

由(3)知

H=lev>0 inf
λ,β∈R+

[θ(·)+ sup
z∈{·}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{·}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]

即

inf
λ,β∈R+

[θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]>0

对任意(u,v,τ)∈H.因此,K(x)∩H=Ø 成立,即x ∈S.
情形2 若x ∈Rn\S,即x ∉S,那么系统(2)可行.于是,存在y* ∈Rn 使得((f(x)-y*)Tx,

g(y*),g(f(x)))∈H.由(3)式中的等式知

∩
λ,β∈R+

lev>0[θ(·)+ sup
z∈{·}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{·}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]=H

于是对 ∀λ,β∈R+,有

θ((f(x)-y*)Tx)+ sup
z∈g(y*)-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈g(f(x))-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))>0

这意味着

inf
λ,β∈R+

[θ((f(x)-y*)Tx)+ sup
z∈g(y*)-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈g(f(x))-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]≥0

因此P2(x)≥0.结合情形1和情形2可得P2(x)≥0(∀x ∈Rn).
下面的例子说明,定理2.1是可行的.
例1 设θ>0,D=R3+.令

f(x)=
-x2 x<0
x x≥0{

g(y)=(y-y2,y-y2,y2-y)T

则有Ω={0,1}.通过计算得出

P1(x)=P2(x)=
-θx3 x<0

θx2 x≥0{
因此,由定理2.1知Pi(x)(i=1,2)是变分不等式(1)的间隙函数.
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3 误差界

本节利用上节得到的间隙函数,证明了在逆强伪单调假设条件下,变分不等式(1)的解集满足误差界.
设Ω'={x ∈Rn:f(x)∈Ω}.

定义3.1 设f:Rn →Rn 为一一映射.称函数f 是逆强伪单调的,若存在常数μ >0使得

(f(x)-f(y))Ty≥0⇒(f(x)-f(y))Tx≥μ‖f(x)-f(y)‖2   ∀x,y∈Rn

  定义3.2 称函数f:Rn →Rn 是扩张的,若

‖f(x)-f(y)‖ ≥ ‖x-y‖   ∀x,y∈Rn

  命题3.1 设θ>0,则对任意x ∈Rn,P2(x)≤P1(x).
  证  由命题1.1可得

sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z))=-λξe,D(v) (9)

  事实上,任取z∈ {v}-D,则有

ξe,D(v)≤ξe,D(z)
即

-λξe,D(z)≤-λξe,D(v)
于是,等式(9)成立.同理可得

sup
z∈{τ}-D

(-βξe,D(z))=-βξe,D(τ)

  另外,由σ(z)≥0(∀z∈Rn)可得,对任意x ∈Rn,有

P2(x)= sup
(u,v,τ)∈K(x)

inf
λ,β∈R+

[θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]≤

sup
(u,v,τ)∈K(x)

inf
λ,β∈R+

[θu+ sup
z∈{v}-D

(-λξe,D(z))+ sup
t∈{τ}-D

(-βξe,D(t))]=

sup
(u,v,τ)∈K(x)

inf
λ,β∈R+

[θu-λξe,D(v)-βξe,D(τ)]=P1(x)

  定理3.1 设θ>0,S≠Ø,函数f 是扩张的且在Ω'上关于μ>0是逆强伪单调的,则对任意x∈
Ω',有

d(x,S)≤
P2(x)

θμ
(10)

  证  令x* ∈S,则有f(x*)∈Ω.于是对任意y∈Ω',即f(y)∈Ω,有

(f(y)-f(x*))Tx* ≥0
再由f 在Ω'上关于μ >0的逆强伪单调性知

(f(y)-f(x*))Ty≥μ‖f(y)-f(x*)‖2   ∀y∈Ω' (11)

对任意x ∈Ω',有

P2(x)=sup
y∈Rn

inf
λ,β∈R+

[θ((f(x)-y)Tx)+ sup
z∈g(y)-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈g(f(x))-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]

在上式中令y=f(x*)∈Ω⊆Rn,可得

P2(x)≥ inf
λ,β∈R+

[θ((f(x)-f(x*))Tx)+ sup
z∈g(f(x*))-D

(-λξe,D(z)-rσ(z))+ sup
t∈g(f(x))-D

(-βξe,D(t)-rσ(t))]≥

θ((f(x)-f(x*))Tx)+ inf
λ,β∈R+

[-(λ+β)ξe,D(0Rm)-2rσ(0Rm)]=

θ((f(x)-f(x*))Tx)≥

θμ‖f(x)-f(x*)‖2 ≥

θμ‖x-x*‖2   ∀x∈Ω'
其 中第二个不等式的依据是0Rm ∈(g(f(x*))-D)∩(g(f(x))-D),最后一个不等式依据是f扩
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张.故

d(x,S)≤ ‖x-x*‖ ≤
P2(x)

θμ
   ∀x∈Ω'

因此,不等式(10)成立.
下面的例子说明,定理3.1中f 的逆强伪单调性是必要的.
例3.1 设θ>0,D=R3+.令f(x)=x3,g(y)=(y,y,y+1)T.于是有Ω=Ω'=[0,+∞[.先证

f 在Ω'上关于μ >0的逆强伪单调不成立.事实上,假设(x3-y3)y≥0,那么x ≥y≥0.若f 在Ω'上

关于μ >0是逆强伪单调的,则有

(x3-y3)x≥μ(x3-y3)2   ∀x>y≥0
这意味着

x
x3-y3 ≥μ   ∀x>y≥0

固定y,于是有μ ≤0,x →+∞,这与μ >0矛盾.通过计算可得

P2(x)=θx4   ∀x∈Ω'   S={0}

下证变分不等式(1)关于函数P2 不满足误差界.给定m >0,x(m)=
1

m2+1
.于是有

P2(x(m))=θ
1
2 1

m2+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

<θ
1
2 1
m2(m2+1)

=
θ
1
2

m2d(x(m),S)

故(10)式不成立.
推论3.1 设θ>0,S≠Ø,函数f 是扩张的,并且f 在Ω'上关于μ>0是逆强伪单调的,则对任

意x ∈Ω',有

d(x,S)≤
P1(x)

θμ
  证  结合命题3.1和定理3.1立即得出结论.

下面的例子说明,定理3.1和推论3.1是可行的.
例3.2 本例沿用例2.1的假设.通过计算得Ω'={0,1}.显然,函数f在Ω'上关于μ=1是逆强伪单

调的.由例2.1知

Pi(x)=θx2   i=1,2   ∀x∈Ω'   S={0}

故有

d(x,S)=‖x‖ ≤
Pi(x)

θμ
   i=1,2   ∀x∈Ω'
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GapFunctionsandErrorBoundsforaClassof
VariationalInequalitieswithConeConstraints

DONG Wen1, OUXiao-qing2, LIJing-fu1, CHENJia-wei1
1.SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China;

2.SchoolofManagement,ChongqingCollegeofHumanities,Science&Technology,Chongqing401524,China

Abstract:Thegapfunctionandtheerrorboundplayanimportantroleinoptimizationmethodsandtheer-
rorbound,especially,cancharacterizetheeffectiveestimateddistancebetweenafeasiblepointandtheso-
lutionsetofvariationalinequalities.Inthisarticle,byusingtheimagespaceanalysis,gapfunctionsfora
classofvariationalinequalitieswithconeconstraintsareproposed.Moreover,errorbounds,whichprovide
aneffectiveestimateddistancebetweenafeasiblepointandthesolutionset,forthevariationalinequalities
areestablishedviathegapfunctions.
Keywords:constrainedvariationalinequality;imagespaceanalysis;gapfunction;errorbound
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